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3%���� ��� &�� �%�4)�� 5%���� �)�6�7� ��8� 98�:�� 5%����� �� ;�<a G∈������ "'f�)� �
*�� "�,= 
�($)��a���� ��� >$ "��lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
=.

�($)�� "� @
% �A0 B��)6a G∈"��G��� ������)������� ������� �� ��� ���� ��(.3%&�� "�� ;�<
 ������ "�,= 	,�f�($)�� �)� �
*�� a G∈C�0����� D��E�� 9$� "� -:

FG������ f�($)�� �)� ���� "�,=a

HGlim ( )
x a

f x
→ +

���.�� "�,= 
IGlim ( )

x a
f x

→ −
 ���.�� "�,= 

JGlim ( )
x a

f x
→ −

 =lim ( )
x a

f x
→ +

"� K� !lim
x a

f x
→

( ) ���.�� 

LG�($)�� �)� ������ �%�M a�($)�� �)� ������ �A0N K��:= a"� K� !
lim
x a

f x f a
→

=( ) ( ) 



2

���	
)�.�.�:(������ "� #�$%f�($)�� �)� �
*�)� a���� ��� f�($)�� �)� �
*�� OP a."� #�$%�
������f���AQ 	
� �
*��G���� ��� fD�$� �� �($� +� �)� �
*�� G.
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f x x
x
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�
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*�� 
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: | | | ( ) ( )| ... (2.23)x G x a f x f a∀ ∈ − < ⇒ − <δ ε
"� q�
��� ��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ... (2.24)f x f a f x f a− ≤ − 
n�N<��� ��(2.23)!(2.24)+,� "� w�)%ε > 0�.�% δ > 0"� /01 :

∀ ∈ − < ⇒ − <x G x a f x f a: | | | | ( ) | | ( )| |δ ε
"� �WZ% �VW�lim
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f x f a
→ +
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3 7 3

 �($)�� �)�3x =.
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lim ( ) lim (2 1) 5

lim ( ) lim (3 7) 2
x x

x x

f x x

f x x
→ − → −

→ + → +

= − =

= − =

"� ;�<%�f ( )3 5="�� !
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x

f x f
→ −

= =�($)�� �)� 7�:0�� �� �
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f x f
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= ≠

3 0
2 3( ) ( ) �($)�� �)� nA0�� �� �
*�� �:0� ������ "� K� !3.

������ "� 9S6 �� w�)�:��f�($)�� �)� �
*�� �:0� 3.
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� #�U� ��)�� �� #�*��� �($� f"�� ��� :

1 2 1 2lim ( ) , lim ( ) ;
x a x a

f x b f x b b b
→ + → −

= = ≠

"� #�$%�a����
� ��R�� ��)�� �� #�*��� �($� f���� ��� f x( )\=` �� �� nA0�� �� �%�M [� #�
��� 7�:0��� nA0�� �� �� 7�:0��.

"� #�$%�a����
� /��R�� ��)�� �� #�*��� �($� f"�� ���:
lim
x a

f x b f a b
→

= ≠( ) , ( ) 

����)�.�.�#:(�($)�� �)� 0x =������ #�*=� ~7�� 
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( )
3 , 0
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sinlim ( ) lim 2 2 1 1
x x

xf x
x→ + → +

= − = − =

0 0

sinlim ( ) lim 2 2 1 1
x x

xf x
x→ − → −

= − = − =

"� a�� �� w�)%�lim
x

f x
→

=
0

1( )�,�� !f ( )0 3=.�($)�� �)� �
*�� �:0� ������ "��0

/��R�� ��)�� �� ���*����.
����)�.�.�&:(�0}*�� ���� #�*=� ~7��( ) [ ]f x x=	
� �.
���:�0}*�� ���� "� �
��@
% �A� ���� 

( ) [ ] , 1f x x n n x n= = ≤ < +
�0}o ��� KU a���n∈�.

`��:���� ��� a n=�0}o ��� 
lim [ ] lim ( 1) 1
x n x n

x n n
→ − → −

= − = − ,

lim [ ] lim ( )
x n x n

x n n
→ + → +

= =

�($)�� �)� K�:0�� �%�4)�� K��:=` �A0�� �%�4)�� "� �c��a n=D�$)�� b0� �)� �
*�)� "�,= ������ "�� 
x n=/0� n�0}o ���.

�0��T:���� ��� a∈ −� ��0}o ��� �.�% &�' n"� /01 n a n< < +1"� ;�<�� 
lim [ ] lim , lim [ ] lim
x a x a x a x a

x n n x n n
→ + → + → − → −

= = = =

a�V��f a a n( ) [ ]= =."� "�� w�)%�lim
x a

x a
→

=[ ] [ ] . ������ "��[ ]xK� �)� �
*�� "�,= 

�($�a∈ −� �.	
� �
*�� �0}*�� ���� "� 9S6 �� w�)�:��−� ��)�� #�U� ��)�� �� #�*��� �
*
 �($� K� �)�a∈�.

����)�.�.��:(�0=i� ������ #�*=� ~7�� 

2

2

sin , / 2
( ) 42 , / 2

x x
f x x x

π

π
π

≤
= 

− >


���:"� �c�� 
2 2

2 2

2 4 / , / 2
( ) sin , / 2 / 2

2 4 / , / 2

x x
f x x x

x x

π π
π π

π π

 − < −
= − ≤ ≤
 − >

�W �4N�(�� �.

���� ���2
2

4( ) 2 : / 2f x x x π
π

= − < −MU �
*�� ���� 	W� ���� �OR� �.



7

���� ���( ) sin : / 2 / 2f x x xπ π= − < <#�R� z 9S6 �A� �
*�� ���� 	W� )H.I.�. (

���� ���2
2

4( ) 2 : / 2f x x x π
π

= − >���� �OR� �MU �
*�� ���� �|%� 	W� .

	
� ������ �6�7� q�{t�k�|%� �4�6�7� -C n�($)�� �)� / 2π!/ 2π−.
�($)�� �)�/ 2x π= −:

2 2

lim ( ) lim sin sin ( ) 1
2x x

f x x
π π

π
→− + →− +

= = − = −

2
2

2 2

2 2

4 4lim ( ) lim (2 ) 2 2 1 1
4x x

f x x
π π

π
π π→− − →− −

= − = − = − =

�($)�� �)� �
*�� �:0� ������ "' [����8� K�:0�� �%�4)�� K��:=` �A0�� �%�4)�� "� �c��x = −
π
2

�)� #�U� ��)�� �� ���*���� �($)�� ]VW .

�($)�� �)�x = π
2

:

0
2 2

lim ( ) lim sin sin 1
2x x

f x x
π π

π
→ − → −

= = =

2
2

2 2

4lim ( ) lim 2 . 2 1 1
x x

f x x
→ + → +

= − = − =
π π π

a�V��f ( )π π
2 2

1= =sin."� a�� �� w�)%�1)
2

()(lim
2

=π=
π

→
fxf

x
�
*�� ������ "� K� !

�($)�� �)�x = π
2

.�w�)% 9S6 �� 	
� �
*�� ������ "���($)�� �)� ����� −
π
2

.

����)�.�.��:(���� ��� 
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1;
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2 xaxb

xx
xbxa

xf

A0N �.�Yn�8�R�� �� k<� �,a b	
� �
*�� ������ "�,= 	,� �.
���:

� ������ "� �c�� ������� 	
� �
*�] , [ ; ] , [ ; ] , [−∞ ∞1 1 2 2���� ��OR� �MU ."��
 	
� �
*�� ������ "�,= 	,��n�($)�� �)� �|%� �
*�� "�,= "� -C 1 2,.
�($)�� �)� �
*�� "�,= 	,�x = 19$� "� -C 
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1 1
lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
→ − → +

= =

"i� 

1 1
lim ( ) lim ( ) ;
x x

f x ax b a b
→ − → −

= − = −
1 1

lim ( ) lim 3 3 ; (1)
x x

f x x f a b
→ + → +

= = = −

"� a�� �� w�)% "�� 
3 ... (2.25)a b− =

�($)�� �)� �
*�� ������ "�,= 	,��x = 29$� "� -C 

2 2
lim ( ) lim ( ) (2)
x x

f x f x f
→ − → +

= =

"i� 

2 2
lim ( ) lim 3 6 ;
x x

f x x
→ − → −

= = 2

2 2
lim ( ) lim 4 ; (2) 4
x x

f x bx a b a f b a
→ + → +

= − = − = −

"�,% "�� 
4 6 ... (2.26)b a− =

n������� ��(2.25),(2.26)"� w�)% bA��8 3 9b =�4)�� b = 3z �%�����8� (2.25)�� 
�A0Nb"� w�)% a = 6.
����)�.�.��:(�A0N �.�� �� k<�n�8�R��,a b�$
��� ������ 	
� �
*�� �0=i� ������ "�,= 	,� .[ , ]−3 0

2

, 3 2

( ) ( 1) , 2 0
3 , 0

x x

g x a x b x
x

− − ≤ ≤ −
= − + − < <
 =

���:�$
��� ������ 	
� �
*�� "�,= ������[ , ]−3 0������� ������ 	
� �
*�� ���� ��� ] , [− 3 0�
*��� 
�)� nA0�� ��−3�)� 7�:0�� �� �
*��� 0.

������� 	
� �
*�� ������ "� �c��] , [− 2 0!] , [− −3 2.������ "�,= "� -C _�
(�� 9$}�% 	,� "��
 �($)�� �)� �
*��−2��� �)� nA0�� �� �
*−3�)� 7�:0�� ��� 0.

�($)�� �)�2x = −:

2 2
lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x x
→− − →− −

= − =

2

2 2
lim ( ) lim ( 1) 3
x x

f x a x b a b
→− + →− +

= − + = +

a�V�� "� �v f ( ) ( )− = − − =2 2 2."� 9$}�% "� -C "�� 
3 2 ... (2.27)a b+ =

�($)�� �)�x = − 3:

3 3
lim ( ) lim 3 , ( 3) 3
x x

f x x f
→− + →− +

= − = − =

�)� nA0�� �� �
*�� ������ "��−3.
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�($)�� �)�x = 0:
2

0 0
lim ( ) lim ( 1) ; (0) 3
x x

f x a x b a b f
→ − → −

= − + = − + =

"�,% "� -C "�� 
3 ... (2.28)a b− + =

������� ��(8 "��(2.28)������� �� (2.27)"� w�)% 

4 1 1
4

a a= − ⇒ = −

������� ��� (2.28)�A0N �� �%�����8 a"� w�)% 

b a= + = − =3 3 1
4

11
4

�����)�.�.��:()��+
� �*��*� �*�, (
���� ���y f x= ( )!z g y= ( )�0=i� ����� �A� n���� :

)F(f�($)�� �)� �
*�� xo
)H(g�($)�� �)� �
*�� y f xo o= ( ) 

������ "'gof�($)�� �)� �
*�� "�,= ox"� K� :lim
x x

o
o

g f x g f x
→

=( ( )) ( ( )) 

����)�.�.��:(/1������� #�*=� 2sinz x=.
���:
bc2y x="�,0 sinz y="� "�� ;�`� zz ���� y!yz ���� x�7�S� ������ �}So�� 

n���� +0*� ��.������ "i�2y x=	
� �
*�� ���� ������� a�V�� sinz y=	
� �
*�� ���� �

�%�l� �� "�� w�)%�)H.I.HJ(������ "�2sin x	
� �
*�� ���� �.
���� )�.�.��:(

/1� ������ #�*=� g x
x

x
x

x
( )

;

;
=

≠

=







sin 1 0

2 0
.

���:

���� ���0x ≠������ "' 1
x

*�� ���� "�,= ������ "�,� �
*�� ���� -0�� ���� "� /0�� �
1sin
x

	
� �
*�� ����*�)n�
*�� n���� +0*� (������ "' [����8�1sinx
x

	
� �|%� �
*�� "�,= *��MU 
n�
*�� n���� _�c +o�� �� �7�S�.
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"i� �)� �($)��0x =:lim lim sin
x x

g x x
x→ →

= =
0 0

1 0( )

��*�� [� #�\= ���� z ����d ���� _�c +o�� �MU !�,��(0) 2g =.������ "��( )g x�)� �
*�� �:0� 
�($)��0x =�� ��)�� �� ���*���� �)� /��R0x =.

=================================================================
=================================================================
================================================================= 


