
١

������� 	
�����

	
����� �� ������� 
������:
��������� ������� ������ ��� ���� � ������� ������ �!�"� .
$����%�� ������ &��'(.
)��*
���+�,�� 	+-.�� �� ������ �!�"�.
/���*+�0-��� &��'���� ����� ������� ���*+�0-��� ������ �!�"�.

!�"�1�������� ������ :Derivatives of  inverse Functions 

������ ���	 �
� �� ���� ��� ��)(xfy=� ����� �������)������� (!�"#	 $%&� ��'&��� �(���) $*+
� ������������)�������.(

�����)�.
.�
:(
)(������ ���	 �
�)(xfy=������� ��-��� ./�0�� 1�2 3�4�56� [,] ba��#'&��� �(���) $*+ )(1 yfx −=

$%&�7�8� ./�0�� 1�2 3�4�56� ��-�� )[(),(] bfaf$%&�� :

):�;0)( ≠′ xf(1 ;
( )

dx
dy f x

=
′

)<(������ ���	 �
�)(xfy=������� ./�0�� 1�2 3�4�56� ��-���[,] ba��'&��� �(���) $*+ )(1 yfx −=

$%&�7�8� ./�0�� 1�2 3�4�56� ��-�� )[(),(] afbf$%&�� :

):�;0)( ≠′ xf(1 ;
( )

dx
dy f x

=
′

�����)�.
.�
:(=����� >�?� �4�@A� �B� :
1( ) sini y x−=

���.$ :�; C�D� ���) sin y./�0�� E 3�4�56� ��-��� �������] , [
2 2
π π

−��'&��� �(���) $%&� $
� F
� .)%B%�3�4�56� ��-��� ������� ./�0�� G�2 ] 1,1[−.
�$ �H 1siny x−=$
� Fsinx y=$%&�� :



٢

2 2

1 1 1 1 , 1.
cos 1 sin 1

dy xdxdx y y x
dy

= = = = <
− −

 

)�I;6� J� $ 2 2cos 1 siny y= −�(��� 2cos 1 siny y= −�I;6� !�"	� $�	 �
� ��
1siny x−=$*+ F

2 2
yπ π

− < <K����-� cos 0y >$ L Fcos cosy y=(.$%&� $
�:
1

2

1( sin ) , 1
1

d x x
dx x

− = <
−

.

1( ) cosii y x−=
���.$ :�; M�N��� C�B ���)cos y������� �./�0�� E 3�4�56� ��-��]0, [π��'&��� �(���) $%&� $
� F

� .)%B%�������� ./�0�� G�2 3�4�56� ��-��� ] 1,1[−.
�$ �H1cosy x−=$
� Fcosx y=.$%&�� 

2 2

1 1 1 1 , 1.
sin 1 cos 1

dy xdxdx y y x
dy

− −= = = = <
− − −

 

)$�	 �
� �� �I;6� J�1cosy x−=$*+ F0 y≤ ≤ πK����-� sin 0y ≥$ L Fsin siny y=(
$ O:

1
2

1( cos ) , 1
1

d x x
dx x

− −= <
−

���.$ �H PI�� ���) tan y���������� ./�0�� E 3�4�56� ��-] , [
2 2
π π

−.)%#B%� ��'&��� �(���) $%&� $
� F
�������� G�2 3�4�56� ��-��� �.

�$ �H 1tany x−=$
� Ftanx y=.$%&�� 

2 2 2
1 1 1 1 , .

sec 1 tan 1
dy xdxdx y y x

dy

= = = = ∀ ∈
+ +

�

$ O:
1

2
1( tan ) ,

1
d x x
dx x

− = ∀ ∈
+

�

1( ) taniii y x−=



٣

1( ) cotiv y x−=
���.1�2 =%�Q� R&S �-�'�� =�TA� �4�/U V0�- 

1
2

1( cot ) , .
1

d x x
dx x

− −= ∀ ∈
+

�

1( ) secv y x−=
���:H$ �JU�4�� ���) sec y������� �2%NW� G�2 3�4�56� ��-��� ]0, [ { / 2}π − π�"X E ��B%� �(�4�@�� 

3�Y���� .)%B%� ��'&��� �(���) $%&� $
� F������� 3�Y��� E ��B%� �(�4�@�� 3�4�56� ��-��� 
[ 1,1] ] , 1[ ]1, [− − = −∞ − ∪ ∞�.�� R� $ Z[�%�secx y=.$
� 

2 2

1 1 1 1 , 1.
sec tan sec sec 1 1

dy xdxdx y y y y x x
dy

= = = = >
− −

 

$ O 
-1

2

1(sec ) , 1.
1

d x x
dx x x

= >
−

-1( ) cscvi y x=
���.1�2 =%�Q� R&S �-�'�� =�TA� �4�/U V0�-:

-1
2

1( csc ) , 1.
1

d x x
dx x x

−= >
−

�����)�.
.�
:(������� \]����� ^��_� R&S ������ ���) M%(0� M��`���-:

,
1 2

-1

2

( )
tan ( ) 1 ( ( ))

( )cot ( )
1 ( ( ))

f x
f x f xd

f xdx f x
f x

−

′
 + =  ′− 
 +

,

1
2

1
2

1 ( )sin ( )
1 ( ( ))

1 ( )cos ( )
1 ( ( ))

f xf x
f xd

dx f xf x
f x

−

−

  ′  − =  −  ′
  −

2-1

-1

2

( )

( ) ( ( )) 1sec ( )
( )csc ( )

( ) ( ( )) 1

f x
f x f xf xd

f xdx f x
f x f x

′
 − =  ′− 
 −



٤

�����)�.
.��(:
)a(�B�y ′=����� :

���.2
6

1 (3 )
1

y x
x

′=
−

1 2( ) sec ( 1)ii y x−= +
���.

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2(2 )
( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 2) ( ) ( 1) 2

xy x
x x x x x x x

′= = =
+ + − + + + +

3 1( ) (sin ) sin (cos )iii y x x−=
���.

3 2 1 3
2

2 3 1 3

( sin )(cos ) (3 ) sin (cos ) (sin )
1 (cos )

3 (cos ) sin (cos ) sin .

xy x x x x
x

x x x x

−

−

−′= +
−

= −

)�(���	 �
� ( ) :]0, [ ]0, [ny f x x= = ∞ → ∞:�; n∈��B�b+ F( )f x′.
���:$ M%��� ������ ny x=G�2 ������ L)�; /c��� ]0, [∞GX ��'&��� �(���)� nx y=$%��� R�� 

$%&� ��'&��� ������ �4�@� 

( )
11 1 11

1
1 1 1 1 1

n
n n n

n
dy y x x
dx n n nnydx

dy

−
−−

−

 
= = = = =      
 

 

)d(���	 �
�( )
m

n m ny f x x x= = = ./�0�� G�2 �+/�� ]0, [∞:�; *,n m∈ ∈� ��B�b+ F
( )f x′.
���:�-�'�� =�TA� �e��� M�`�'� )f(�g �4�@��R�/h i/��� j���) P�.

���%�� ������ �!�"� :The derivative of the implicit function  

���	 =��) R� ���k)� ��� �N	 yl�m �n/o ����	 1Y�xJ[� C��� $��;?� p�- m R&�� y
m �n/o ����	 xB%� �� q�H ###�)��� �### P4�'A� rs�A� �8� �xJ-���� rs�A� !�"	� Fy=�TN	 F

1 3( ) sini y x−=



٥

����� !�
 1�2### �3 2sin ( )xy x x y= + .k%��� "tb� ���N8�� ������ M�2 P&@-� F( , ) 0f x y =

�@A� 1�2 =%�u��� >�?� �4y>� ��'���- P[�0��� ���N2 O/v xO%�g ��)��� \���+ ��)��A� m/Y� 

1�2, , dyx y
dx

1�2 =%�Q�� �(�; R&S 
dx
dy m ����	 ,x y.

�����)�.
.
�:(
)a(�B�

dx
dy���	 �
� ym ����	 .�Y�� x��)��A�-x y x y3 3 9+ =.

���.��'���- ��)��A� m/U P[�0�-#�x$ �v 2 23 3 9 9dy dyx y x y
dx dx

+ = + . $
�

2 2(3 9 ) 9 3dy y x y x
dx

− = −F$*+ ���2� 
dy
dx

y x
y x

y x
y x

= −
−

= −
−

9 3
3 9

3
3

2

2

2

2.

)f(�B�dy
dx

���	 �
�y x y3 23 1 0− + = .

���.��'���- j+/Y�� P[�0�-#�x1�2 P�w2 23 3 6 0dy dyy x xy
dx dx

− − =F$
� 
dy
dx

x y
y x

=
−

2
2 2.

)d(�B�dy
dx

���	 �
� sin( )xy x y x= + 2.

���.��'���- j+/Y�� P[�0�-#�x1�2 P�w cos( )[ ]xy y x dy
dx

y x dy
dx

x+ = + + 2

$ O dy
dx

y x y xy
x xy

= + −
−

2
1

cos( )
(cos( ) )

 

$
� (1 cos( )) 2 2
(1 cos( ) ) 1 cos ( )

dy y xy x y
dx x xy x xy

 − += = − + − − − 

)x(=�T� P; R&S)d.a.fy) (d(G�� �N	 ��'�'�� .�2��� ���N8�� ������ �4�@� M��`���-:

$ :�;( )
m

n m ny f x x x= = = $%&� $
� Fn my x=rs�N�� ��'���- j+/Y�� 3�4�5�-� x$ �v 
1 1n mny y mx− −′ =$ \��� �(��� 

1
11 1 1 / 1 1

1 ( )
m m
n n

m
mm n m m n n m

n
mx m m m my x y x x x x x

n n n nny

−
− −− − − − −

−
′ = = = = = 

<%�YA� %X�.



٦

2
���+�,�� &��'���:parametric differentiation 

���	 �
�( ) ; ( )x f t y g t= =m j����� j���) rs�� tN'� j��)��A� j��X $*+ F$�� "
#��k�- ^{)��� ��/�## . "|"; ���Y��� �
�t�N(��- j- ./5��� ��62 1�2 P�w x y,.}/0- !�
�

 $f� ����� ��'&2 ���) �~g����� ��'&2 ���) �~.

$ }/0- $���f� ��'&2 ���) �~ 1�2 =%�Q� R&N�+ ����dy
dx

1�� �N	 ��/���k���� =����� :
$ }/0-t∆m ��'- rs� %X tm ��'- rs� ��n !�"� ���� ��*+ Fx�k��4� ∆x��n� K����- 

m ��'- rs�y�k��4� ∆y.=���� R� �� �;6��f −1�� �v ����2∆x→0$*+ ∆t→ 0.
$*+ ���2� 

( )
( )

( )
( )lim lim

y dy
t dt

dxxx o t o
t dt

dy y
dx x

∆
∆

∆∆ → ∆ →
∆

∆= = =
∆

�����)�.
.��:(
)i(�B�dy

dx

� ���	 �x a t y a t= =cos , sin):�;0a ≠.( 

���.�� ��� dy
dt

a t dx
dt

a t= = −cos sin,.$
� 

cos cot , ,
sin

dy
dy a tdt t t n ndxdx a tdt

= = = − ≠ π ∀ ∈
−

�

)ii ( ���	 �
�x a t t y a t= − = −( sin ) , ( cos )1):�;0a ≠.( �B�dy
dx

����2 
t = π.

���.$ �Hy a t= −( cos )1.$
�dy
dt

a t= sin F$ �H�x a t t= −( sin ).$
�
dx
dt

a t= −( cos )1F$*+ ���2� 

( )
dy
dx

dy
dt

dx
dt

a t
a t

t t

t t= =
−

= =sin
cos

sin cos

sin1

2
2 2

2
2

2
cotan 

$
� 
dy
dx t







= =
=π

πcotan
2

0



٧

����� ������� ���*+�0-��� ������ �!�"�:
������� ��/I��� ^��_� R&S� ����� ���) ��6	 ���?� ������� ��N��k��%��� ������ $ ��/	
 $� ���)k/4�

kadf:(
�����)�.
.��(:

)a(��N��k��%��� ������ logay x=��-�� G�2 3�4�56� ]0, [∞##- GY�� �(�4�@�� :

0,0,
ln
11)log( >>⋅= ax
ax

x
dx
d

a

)f(���?� ������xy a=G�2 3�4�56� ��-�� �##- GY�� �(�4�@�� :

( ) ln , , 0x xd a a a x a
dx

= ∈ >�

$ ������� R&S !�"� �e����:

( ) 1, (ln )x xd de e x
dx dx x

= =

��� �4�@� 1�2 ��T�?� p�- GY�� G�� �N�+ ���?� ��� ������� ��N��k��%����.

����)�.
.� : (�B�dy
dx

����� =����� :

[ ]

)73(log)(

)1()sin()(

,,)cos(ln)(

2
4

432costan

22
sin

2

+=

+++=

−∈+=

+

xyiii

xxxyii

xxeyi
xxx

x ππ

���:
)( iJ8�2 1cos , sinz x z x= =$%&� $
� F1

2lnzy e z= +� F%&� ��'�'�� .�2�� M��`���- $
����� 

.tancos.)sin(
cos

1cos.

.1.

sinsin

2

2

11

xxex
x

xe

dx
dz

zdx
dze

dx
dy

xx

z

−=−+=

+=

2 2tan ln cos ln (sin ) (3 4) ln (1 )( ) x x x x x xii y e e e + += + + 



٨

))2(
1

43)1(ln6()cos
sin
cos

)ln(sinsin()lnsec1(tan

2

2
2)1(ln)43(

)sin(lncos2lntan

22
x

x
xxxex

x
x

xxexx
x

xe
dx
dy

xx

xxxx

+
++++⋅+

−+⋅+⋅⋅=

++

)(iii J8� 73 2 += xz$%&�+ 4logy z=K����-� 1 1
ln 4

dy
dz z

= ⋅$
� $%&�� 

2
1 1 1(6 )
ln 4 ln 43 7

dy dy dz x
dx dz dx z x

= ⋅ = ⋅ = ⋅
+

�c%u��)d.a.f�(:E J��A� <%��?� V0� M��`���- )(iii �� J�Y�'� C��Y � $ RX� �#��	 �
� �#� f
$�	� P[�0��� ��-��� ��B%� ���)0a >$*+ :

( )
'

'1 1 ( )log ( ) ( ) log
( ) ln ( )a a

d f xf x f x e
dx f x a f x

= ⋅ ⋅ =

t R� �� �I;6� J� $ �#v =�?� <���� E .k%	"A� ��N��k��%��� ������ �]��(log )(log ) 1e aa e =$ L 
(ln )(log ) 1aa e =.

������� \]����� 1�2 =%�Q� �8� R&S ������ ���) M%(0� M��`���-�:
'

( ) ( ) '

( ) ( ) '

( )ln ( ) , ( )ln ,
( )

( )ln

f x f x

f x f x

d f x df x a a f x a
dx f x dx
d a a f x a
dx

= =

=

��*+�0-��� &��'���:Logarithmic Differentiation 
GN��k�#�%��� P[�0��� M��`��� R'u�'� !�"� ��)���� 3/Y��- �4�@A� )��� ��2 �-%�o /(I� �� ^{�Q� p�- E
�? �#2%+/� .rs�� ��N	 R� $%&�� ��� L ������ ��k%o E ���?� =����� �4�@� )��� !�"	 F �4�@A� )���

/B� P�� G���Y�� ���k��%��� "t��+ rs�� P[�0��� ���N2 �� .
�����)d.a.f�(:

)(i�B� 'y������ xy yx =:�; F0,0 >> yx.
���.

$%&�+ j+/Y�� ���k��%� "tb� ��b'A� �"X ��'���� F rs�� ���?�� rs�� �?� $ �;{xy yx lnln =L F
$yxxy lnln =.

>� ��'���- j+/Y�� P[�0�-x1�2 P�w :



٩

yy
y
xxy

x
y ln1ln1 '' +=+

$ \���� 

'
ln ( ln )

( ln )ln

y y y y x yxy x x x y xx
y

− −= =
−−

)(ii �B�'y������ 

2362

5332

)1()4(
)2()3()1(

++
+++=

xx
xxxy

���:
1�2 P�w ^�N��k��%�� �N'4��� </8�� ��2�� M��`���� j+/Y�� ���k��%� "tb-:

{ }2 3 2 31ln ln( 1) 3ln( 3) 5ln( 2 ) 6ln( 4) 2ln( 1)
2

y x x x x x= + + + + + − + − +

>� ��'���- P[�0���-x1�2 P�w :









+
−

+
−

+
+

+
+

+
=′

1
)3(2

4
)2(6

1
)3(5

3
)2(3

1
1

2
11

3

2

23

2

2 x
x

x
x

x
x

x
x

x
y
y

$
� 









+
−

+
−

+
+

+
+

+++
+++=









+
−

+
−

+
+

+
+

+
=′

1
6

4
12

1
15

3
6

1
1

)1()4(
)2()3()1(

2
1

1
6

4
12

1
15

3
6

1
1

2

3

2

23

2

22362

5332

3

2

23

2

2

x
x

x
x

x
x

x
x

xxx
xxx

x
x

x
x

x
x

x
x

x
yy

)( iii �B� y ′������ )())(( xgxfy =):�;f��B%� ���) (.
���:1�2 P�w j+/Y�� ���k��%� "tb- )(ln)(ln xfxgy =� F>� ��'���- j+/Y�� P[�0�-x$%&� 

)(
)(

1)()(ln)(1 xf
xf

xgxfxgy
y

′+′=′

$*+ ���2� 







 ′+′=′ )(

)(
)()(ln)())(( )( xf
xf
xgxfxgxfy xg

$
� 



١٠

)())(()()(ln)())(())(( 1)()()( xfxfxgxfxgxfxf
dx
d xgxgxg ′+′= −

)( iv �B� y′������ :0;sin >= xxy x

���:
1�2 P�w j+/Y�� ���k��%� "tb-xxy ln)sin(ln =� F>� ��'���- j+/Y�� P[�0�-x$%&� 

x
xxxy

y
1)sin(ln)cos(1 +=′

$*+ ���2� 
sin sin(cos )lnx xy x x x

x
 ′ = + 
 

!�"� �#��$:
1�2 P�w /5��A� ���Y���-� F �-�'�� $%��4�� M��`���-:

sin sin 1(cos )ln (sin )x xy x x x x x −′ = + 
$ �v �(��� 

sin sin(cos )lnx xy x x x
x

 ′ = + 
 

)(v�B�y′������ 
ln 3 , 0xy x x x= + >

���.
1�2 P�w �-�'�� $%��4�� ���Y�- 

' ln ( ln ) 1 2

ln 2 ln 2

1 ln (ln ) 3

ln ln 2ln3 3

x x

x x

y x x x x x
x
x x xx x x x
x x x

−= + +

 = + + = + 
 

 

=================================================================
=================================================================

================================================================= 


