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 بسم ا الرحمن الرحيم
 والصلاة والسلام على أشرف المرسلين.. الحمد  رب العالمين 

  الثانوى الثالثأعزائى طلبة وطالبات الصف 
وق متمنيا لكم التف..  يسعدنى أن أقدم لكم هذا الجهد المتواضع 

 والنجاح بإذن ا... 
 ..وا ولى التوفيق 

                                                                                             المؤلف ،،


 

.. اللهم إنى أسألك فهـم النبيـين وحفـظ المرسـلين 
ــانى اللهــــم..وإلهــــام الملائكــــة المقــــربين  اجعــــل لســ

وجسـدى بطاعتـك ..ًعامرا بذكرك وقلبى بخشـيتك 
 إنك على كل شئ قدير.. 


 

 

اللهم إنى اسـتودعتك مـا قـرأت ومـا فهمـت 
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    ) ــ ٢( د  ) = + ٢(  د  فإن ٢= الدالة لھا نھایة عند س                      

 ٣ – أ ٢ = ٣ –س  أ ) =         + ٢(   د 
 

 ١= ٥+  ٨  - ٤ = ٥+  س ٤ – ٢س         = ) ــ  ٢(   د 
            

 )ــ  ٢( د  ) = + ٢(                 د 

  ١ = ٣ - أ ٢             ٤= أ  ٢                 ٢= أ 
 

                        

 :الواجب 
 

                             أوجد ) ١
 

 

 

  ) =     س( إذا كان  د ) ٢
  
 

 ؟ ) س(                 أوجد           د 
 

 
  ٣=                     نھایة ) =                  س( إذا كان للدالة   د ) ٣
 

     أوجد قیمة   أ ، ب ؟  ٢←           عندما  س 

  


٢  س

 


٢  س

 


٢  س

 

 ٢< س +                        س ٣

 ٢                      س ١ س ــ ٤

     ٢ س ــ  
 ــــــــــــــــــــــــ

 {  ــ س ٢

   ٢< ب       س + أ س  {

 ٢>  ــ ب       س ٢أ س


١  س

 

     ١ س ــ  
 ـــــــــــــــــــــــــــ

 ٣+  س ٤ ــ ٢س



 

 ١٤ 


 

   

 

                                                                        
  ) = س( إذا كان للدالة  د ) ٤

                                                                 
 

 ؟ ) س(   فأوجد قیمة ن ؟ ثم أوجد          د ١= ة عند  س  نھای
 
 

 
 ) =                                          س(ابحث وجود نھایة للدالة د) ٥
 

 

 ٢= عند س 
 

 
 فابحث ) =                                            س ( إذا كانت د ) ٦
 

   ؟٣ــ = وجود نھایة للدالة عند س 
 
  ٠= عند س ) =                      س ( ابحث وجود نھایة للدالة د ) ٧
 

 


٢  س

 

} 
 ١ ــ نس

 ـــــــــــــــــ
 ١س ــ 

 ٦ ــ س ــ ٢ س٢
 ــــــــــــــــــــــــــ

 ٢س ــ 

   ١< س 

   ١> س 

 ٢<      س 

 ٢              س ١ + ٢س

 ٦س ــ  + ٢س
 ــــــــــــــــــــــــ

 {  ٢س ــ 
 ٣ ــ ≤             س ٣ ــ ٢  س

 ٣ ــ  ــ س               س ٢
} 

  س٣ + ٢س
 ـــــــــــــــــــــــــــ

 س



 

 ١٥ 


 

   

 



 للفترة فإن الدالة تكون متصلة  إذا كانت الدالة معرفة على فترة وكانت أ 

 ـ  :الآتیةأ  إذا حققت الشروط = عند س 

 أ = الدالة معرفة عند س ) ١

  لھا وجود ) أ  ( ن   د أأي               

 لھا وجود   ) س( د)         ٢

 ) ــ أ(    د   ) =+أ(    أن    دأي              

 )   أ (  د) = س ( د)          ٣

  )أ  (   د=  )ــ أ(    د   ) =+أ(   د أن  أي             



   فإنھا  أ ، ب  إذا كانت الدالة معرفة على 

 أ إذا كانت = تصلة عند س تكون م
  اتصال یمین )       أ  (   د=    )+أ(   د) = س(د          

 ب إذا كانت = تكون متصلة عند س  
 اتصال یسار)    ب  (   د  ) = ــ ب(  د) = س( د         

 


أ  س

 


أ  س

 


أ  س

 


ب  س

 

 أ ب



 

 ١٦ 


 

   



  ؟ابحث اتصال الدوال الآتیة عند النقط المذكورة أمامھا
 

               

 
 

 ٢=                                               عند س ) = س(د)  ١

 

الدالة معرفة بقاعدة واحدة على یمین ویسار النقطة                                        

٢(                           د    لھا نھایة واحدة = ( 
 

           س( د  = (                =                
 

        س (  د (  د ) ٢  (  ٢=  الدالة غیر متصلة عند س 

 
 

 

 

 ٢= عند س ) =                                          س( د )  ٢  

 

 ) = ٢( د  
 

           س(د = ( =                       =                        
 

                       
 ٥ { ٢= س 

 ــــــــــــ

٧ 

 ٨ ــ ٣س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٦ ــ س ــ ٢ س٢

                       
 ٢ س 

  
٥ 

ــ  ــــــــــ

٧ 


٢  س

 
٢  س

 
 ٨ ــ ٣س

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٦ ــ س ــ ٢ س٢

١٢ 
ـــــــــ  ـــ

٧ 


٢  س

 

                       
 ٥ { ٢= س 

ــ  ــــــــــ

٢٨ 

 ٣٢ ــ ٥س
ــ ــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 ١٢٨ ــ ٧س

                       
 ٢ س 

  ٥ 
 ــــــــــــ

٢٨ 


٢  س

 
٢  س

 
 ٣٢ ــ ٥س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ١٢٨ــ  ٧س


٢  س
 

 ٥ ٢ ــ ٥س

 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٧ ٢ــ  ٧س

٥ 
 ــــــــــــ

٢٨ 



 

 ١٧ 


 

   

         ٢ (  د = )س (  د  (         ٢= الدالة متصلة عند س 

 
 

 

 ١ــ = عند س                                         ) = س ( د)  ٣

 

 

      =   + ١  ــ  +      =٣)١ - ) = (١ - (د
 

  +      =          ٣ س         = ) ــ ١ــ  ( د
 

 =                              =  )+ ١ــ  ( د
     

 

 ١ــ  ( د ) = ــ١-(د ) = +١-( د = (       ١ -= الدالة متصلة عند س  

 
 

 

 =                                                  عند س ) = س(د) ٤
 

 

 ٢ = ٢)ــ        + (       ٢(      ) =                   د 
 


٢  س

 

} ٥ 
ــ  ــــــــــــــــــــــ

 ٣+ س 

٧ 
 ــــــــــــ

 ١ ــ س  + ٣س ٢

 ١ــ > س 
  

٧ 
 ــــــــــــ

٢ 

٧ 
 ــــــــــــ

٢ 

٥ 
 ــــــــــــ

٢ 


١ــ   س

 
٧ 

ــ  ــــــــــ

٢ 

٥ 
 ــــــــــــ
٢ 


١ــ   س

 
٥ 

 ــــــــــــــــــــــــ

 ٣+ س 

٥ 
 ــــــــــــ
٢ 

٥ 
 ــــــــــــ
٢ 

  ط 
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

  ≥س 
 ط {

 ــــــــــــ  
٢ 

 <  جا س            س  + ١

 ٢)س ــ         + ( ٢

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 



 

 ١٨ 


 

   

 ٢ = ٢)س ــ        + ( ٢     ) =      +(      د 
 

 

 ٢ = ١ + ١= جا      + ١= جا س +  ١          ) = ـــ    (   د
 

  ٢(      ) = د  ) = ـــ(      د  ) = +(      د 

 ٢/ ط =   الدالة متصلة عند س 

 
           

 ) = س(أوجد قیمة ك لتصبح الدالة د            

 ٣= متصلة عند س 

 ك ) = ٣(  د                    

  فإن٣=  تكون الدالة متصلة عند سولكي
 

  ٦       =              = ) ٣ ( د ) = س ( د          
    

  ٣( د ) = س(           د(          ٦=   ك   
       

 ١= أوجد قیم الثوابت أ ، ب لتصبح الدالة الآتیة متصلة عند س             
  ٧) = ١(حیث د

 ) = س(                      د 
 

 

 ط
ــ  ــــــــــ

٢ 


٢/ ط   س
 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
ــ  ــــــــــ

٢ 


٢/ ط   س

 
 ط

 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 ط
 ــــــــــــ

٢ 

 }  ٣ =  ك           س     

 ٩ ــ ٢س
 ــــــــــــــــــــــــ

 ٣ س  ٣س ــ 

  


٣  س

 
٣  س

 
 ٩ ــ ٢س

 ــــــــــــــــــــــــ

 ٣س ــ 


٣  س

 

 

 ١<        س ٣+ ب  س  + ٢ س {

 ١ب                   س + أ س 
  

 ط
 ــــــــــــ

٢ 



 

 ١٩ 


 

   

  فإن ١= الدالة متصلة عند س                     
   )١(   د )  = ــ ١(   د  ) = +١(   د

 ب           + أ = ب + س  أ          ) = + ١( د 
 

       ٤+  ب= ٣+  ب+ ١ = ٣+  ب س + ٢س          ) = ـــ ١(د

             ٧= ب +  أ              ٧) = ١ ( د    

  ٤+ ب = ب + أ               ) ـــ ١(د=  ) + ١( د    

 وبالتعویض فى ٤=    أ             ٣=   ب 
 





 إذا كانت متصلة أ ، ب   الدالة تكون متصلة على الفترة المفتوحة ) ١

 . تلك الفترة عند جمیع نقط
 

 إذا كانت متصلة عند أ ، ب  الدالة تكون متصلة على الفترة المغلقة ) ٢

 ومتصلة على یمین أ ویسار ب   أ ، ب  جمیع نقط الفترة المفتوحة 
 


١  س

 


١  س

 

 أ ب



 

 ٢٠ 


 

   



دالتین متصلتین على الفترة س فإن الدوال ) س (، ر) س (  إذا كانت د
 الآتیة تكون متصلة على نفس الفترة 

  ح  ك ) س(د. ك ) ٢)                     س( ر) س(د) ١
 

 )ر( عدا   ف )             ٤)                    س(ر× )  س(د) ٣
 



 الدوال كثیرات الحدود متصلة على ح ) ١

 )  ر(   ف–الدوال كثیرات الحدود الكسریة متصلة على ح ) ٢

   ٤ س ــ ٢ ) =  س (ل الجذریة التربیعیة   دالدوا) ٣

  الصفرمتصلة على مجالھا وھو المقدار تحت الجذر     

     متصلة على ح٥+  س  ٣ = )س(الدوال الجذریة التكعیبیة  د) ٤

الدوال المعرفة بأكثر  من قاعدة نبحث اتصالھا عند نقط الفواصل بین ) ٥

 الفترات 
 



 متصلة على ح أو فترة جزئیة منھا   جا س ) = س (دالة الجیب   د) ١

 متصلة على ح أو فترة جزئیة منھا   س  جتا) = س(دالة جیب التمام د )١

 )س( د 
ــ  ـــــــــــــــــ

 )س( ر 



 

 ٢١ 


 

   

 ظا س) = س (دالة الظل د )٢

  } ص  ، ن ن ط       + = س  : س   { -متصلة على ح 
 

 ـ ابحث اتصال الدوال الآتیة على الفترة المعطاة :أمثلة 
   فى ح ٨ –س  ٥+  ٢س ٤ – ٣س) = س ( د) ١

 

 الدالة متصلة فى ح     الدالة كثیرة حدود                             
 

 

  ح        في       ) =         س( د  )٢
 

 نبحث عن أصفار المقام                     

  ٠) = ١ – ٢س) ( ٤ – ٢س(         ٠ = ٤ + ٢س ٥ – ٤س

    ) ٠) = ١+ س)  (١ –س ) ( ٢+ س) ( ٢ –س 

  ١-=   ،   س ١=    ، س ٢ -=     ،  س ٢= س  

 ١-،  ١ ، ٢ -،  ٢{ - الدالة متصلة على ح{ 
 

  ــ س٣  ) = س(د) ٣
 

 نحدد المجال                        

  ٣ س            ٣ -  س - صفر            س – ٣    

 الدالة متصلة على   -  ، ٣  

  

 ١ + ٣س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٤ + ٢ س٥ ــ ٤س
  

  

 ط
 ــــــــــــ

٢ 



 

 ٢٢ 


 

   

  

 

  على مجالھا                                           ) = س(د) ٤   

 

 
 

  دوال كثیرات حدود لأنھا   ،   ٣ ، س  ٣ ،  - الدالة متصلة عندما س 

  ٧) =  ٣ ( د  فإن ٣= عند س 

 ٢= ٣ - ٥= س   – ٥         ) = + ٣( د
 

 ٢ = ٤ – ٣ ×٢ = ٤ –س  ٢        ) = ــ ٣ ( د
 

ــ ٣(  د ) =  + ٣(   د (   د   )٣ (      ٣= الدالة غیر متصلة عند س  

 ٣  { -الدالة متصلة فى ح { 
 

 

  ح في     ٣ س ــ س ) = س ( د) ٥
 

                   نعید تعریف الدالة حسب تعریف دالة المقیاس 
 

 ) = س(    د 
 

    كثیرات حدود    ،   ٣ ٣،  - الدالة متصلة على  

 صفر = ٩ – ٩) = ٣ (  فإن د٣= عند س 

  ٣<       س ٤ س ــ ٢    {

 ٣=             س ٧      

   ٣>           س  ــ س٥  
  


٣  س

 


٣  س

 

  

 ٣  س        س  ٣ ــ ٢ س {

 ٣<  س        س ٣ + ٢ــ س

 ٣< س 
  ــ س٥ ٤ س ــ ٢

 ٣ ٣>س 

٧ 



 

 ٢٣ 


 

   

 صفر = ٩ – ٩= س  ٣ – ٢س         ) = + ٣( د
 

 صفر = ٩ + ٩ -=  س ٣ + ٢ س–        ) = ــ ٣(د
 

   صفر) = ٣( د  =  )ــ ٣(د =  )+ ٣( د 

   ٣= الدالة متصلة عند س         حفيالدالة متصلة  
 
 

 ) = س(د) ٦
 

 

    ٣، ٢    ٢، ١    ١، ٠ فيالدالة متصلة                  

 

 

 ٢= عند س                          صفر= عند س 

 ٥ = ٤ – ٩) = ٢ (                              د٢ = ) ٠ ( د

  ٥=  س ٢ ــ ٩    ) =     + ٢(  د     ٢ = ٢ + ٢ س٣       =  ) + ٠( د

  ٥ = ٥ ) =        ــ٢(      د      ٠= الدالة متصلة عند س 

    ) ٢( د ) = ــ٢( د ) = + ٢( د                ٥) = ١(  د    ١= عند س 

           ٢= الدالة متصلة عند س                ٥ = ٥      ) =     + ١( د 
                                             


٣  س

 


٣  س

 

  ١<  س  ٠      ٢ + ٢ س٣    {

      ١             ٥  ٢<  س 

   ٣  س  ٢ س        ٢ ــ ٩  
  


٠  س

 


١  س

 


٢  س

 


٢  س

 

٠ 
 ٢ + ٢ س٣ ٥  س٢ ــ ٩

٣ ٢ ١ 



 

 ٢٤ 


 

   

                        ٣) = ٣(   ،  د ٣= عند س    ٥ = ٢ + ٢ س٣ ) =         ــ ١( د 
 

 ٣=  س ٢ ــ ٩) =          ــ٣( د )     ١(  د) = ــ١(  د  ) =+١(  د   

  ١= الدالة متصلة عند س             فيالدالة متصلة  ٣، ٠  

 
 

 ) = س( د ) ٧
 
 

   بفك المقیاس                 
 

 ) =                                          س(  د 
 

 ٥ = ١ + ٤ = ١+ س ) =          +٤(            ،    د ٤) = ٤(    د 

 ٥ــ  = ١ ــ ٤ــ  = ١ــ س ــ ) =         ــ٤(    د 
 

 ٤(    د+ ( د   )ــ٤       ( لا توجد نھایة   

٤= ة عند   س  الدالة غیر متصل  
   



 یمكن إعادة تعریف الدالة لتصبح متصلة عند نقطة إذا كان لھا نھایة 


١  س

 


٣  س

 

} 
     ٤=                       س ٤  

 ٤ س ــ ٣ ــ ٢س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

٤ ــ س  
 ٤ س 

  

  ٤>       س ١+    س  {

    ٤=           س ٤     

     ٤<     س ١  ــ س ــ 


٤  س

 


٤  س

 

 ٤< س 
 ١+ س  ١ــ س ــ 

 ٤ ٤>س 

٤ 



 

 ٢٥ 


 

   

 

  ٩+            ) =     س(ھل یمكن إعادة تعریف الدالة د              
  ؟٢ -= لتصبح متصلة عند س 

  الدالة حسب تعریف دالة المقیاس                     نعید تعریف
 

      س(   د = ( 
 

  ٧ = ٩+  ٢ - = ٩+ س         ) = +٢ -( د 
 

 ١١ = ٩+  ٢ = ٩+ س         ــ )= ــ٢ -(د
 

٢ -(  د+ (د )- ــ٢(          ٢ -= لا توجد نھایة للدالة عند س  

 ٢ -= لا یمكن إعادة تعریفھا لتصبح متصلة عند س 
 

اعد تعریف الدوال الآتیة لتصبح متصلة عند النقط المذكورة                 
 ؟أمامھا 

 ٢ -= عند س ) =                س ( د) ١
 

 نوجد نھایة الدالة                     

                      = ) = س(د                 
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 ؟ فما قیمة أ ، ب ١= قابلة للاشتقاق عند س 
 

 

  ) = س(                     دَ 
 

 ١= الدالة متصلة عند س        ١= الدالة قابلة للاشتقاق عند س      
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 صفر= صَ     فإن     أ ثابت  حیث    أ= ص إذا كانت ) ١

 صفر= َ  ص               ٩= ـ    ص :مثال  

  ١ن ــ ن س= صَ فإن     حن       حیثنس= ص  إذا كانت  )٢
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 ٦س٣٥= صَ             ٧ س٥= ـ إذا كانت ص :مثال
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 ) س( د× ) س( رَ) + س( ر× ) س( دَ= صَ    فإن )  س (ر × ) س( د= ص 
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 إذا كانت ص دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغیر س فإن ) ٨
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  × ٦ ص٧ = ٧ـ          ص: مثال 
 

 شتقة الأولى للدوال المثلثیة ــ                         ــ الم

  جتا س= َ ص         س جا= ص إذا كانت ) ١

  س  جا-= َ ص س           جتا= ص إذا كانت ) ٢
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  فأوجد ١= ص +  س ص ھيإذا كانت معادلة المنحنى              
 

 =  عندھا میل المماس التي النقط إحداثیات
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 ) ١= ص + ص ) ١ ص ــ ٤        ١ = ٢ ص٤     
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٤ 

١ 
 ــــــــــــــــ

٤ 

١ 
 ــــــــــــــــ

٢ 

١ 
ــ  ــــــــــــــ

٢ 

 ١ــ
ــ  ــــــــــــــ

٢ 



 

 ٤٤ 


 

   

                             ـــ المشتقات العلیا ـــ
قابلة للاشتقاق عدة مرات فإننا نحصل على ما ) س(د= إذا كانت ص 
قات العلیا للدالة وتسمى المشتقة الأولى ، المشتقة الثانیة ، یسمى  بالمشت

 ................المشتقة الثالثة ، 

 

 ـ :أوجد المشتقة الثانیة للدوال الآتیة              
 ٧+  ٢س ٣ + ٣س ٥ – ٤س= ص ) ١

 

 ٦+ س ٣٠ -٢س١٢= ص ً     س٦+ ٢س١٥ -٣س ٤= صَ                  
 

 

 )٢، ١(        عند النقطة +  س= ص ) ٢
 

 

 ١ــ  س+  س  +        =س = ص                    

  َ٢ــ  س  -١= ص                   ً٣ــ  س ٢= ص =  

   ٢) =        = ٢، ١(صً عند 
 

 =  جاس          عند س –جتا س = ص ) ٣
 

 س جا+ س  جتا-= صً    ،  س  جتا- جاس-= صَ                 

   ًصفر=    جا      +   جتا      - )=     (  د 

 

  

١ 
 ــــــــــــــــ

 س
  ١ 

 ــــــــــــــــ

 ٢ س
 ــــــــــــــــ

 ٢ ٣س
 ــــــــــــــــ

١ 

 ط
 ــــــــــــ

٤ 

  

 ط
 ــــــــــــ

٤ 

 ط
 ــــــــــــ

٤ 

 ط
 ــــــــــــ

٤ 



 

 ٤٥ 


 

   

  
            

 

          ؟أوجد   ٣س  - س جتا ٣+ س جا٢= إذا كان ص                
  

 ٣ س– س جتا ٣+  س جا٢= ص                       

 َ٢س٣ - س جا٣ - س جتا٢= ص      ًس٦ -س  جتا٣ -س جا٢ -=ص 
 

        = - ٦ – س جا٣+  س جتا٢ 

 
 

    فأوجد قیمة أ٢٤        = ، ٢س ٣ + ٣أ س) = س ( إذا كانت د             
 

 

 ٢ س٣ + ٣أ س) = س ( د                     

 َ٦+  س أ ٦=  )س ( دً   ،      س ٦ + ٢أ س ٣) = س ( د         
 

        = ٢٤                       = أ ٦       ٢٤=  أ ٦  
 

   

     ٤= أ 
 

 

 ٠= ١٥+         ٣ثبت أن صاف   ١٥ = ٢ص + ٢إذا كانت س            
                 

 نوجد مشتقة الدالة مرتین متتالیتین                   

  ٢بالقسمة على    ٠  =        ص ٢+  س ٢ 
 

    ٠=       ص  + س                **           =   

 ص٣ء  
 ــــــــــــــــ

 ٣ء س

  

  ص٣ء
 ــــــــــــــــ

 ٣ء س

 ص٣ء  
 ــــــــــــــــ

 ٣ء س

  

  ص٣ء
 ــــــــــــــــ

 ٣ء س

  ص٣ء
 ــــــــــــــــ

 ٣ء س

 ص٢ء  
 ــــــــــــــــ

 ٢ء س

  
 ء ص

 ــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ــــــــــــــــ

 ء س

 ــ س
 ــــــــــــــــ

 ص



 

 ٤٦ 


 

   

    مرة أخرى وبتفاضل العلاقة رقم 
 

٠    =  ×     ص      + ×  +        ١ 
 

عن * * وبالتعویض من العلاقة    ٠ = ٢)      (  +    ص      +  ١ 
 

 ٠ = ٢+ (       )ص         +١     
 

 

  

٢ص× بالضرب     ٠         = + ص        + ١ 

 

   ٠ = ٢س        + ٣ص + ٢ص     صفر = ١٥+          ٣ص 

 
 

 )= س(إذا كانت د              
 

 ؟قابلة للاشتقاق مرتین أوجد قیم أ ، ب ، جـ             
           

 الدالة قابلة للاشتقاق مرتین فإن                          
 
 

 ) = س ( ً   ،  د ) =                              س ( دَ 
 

 

   ًــ١( دً ) = +١( د(     جـ         ٦=  أ ٢  جـ٣=  أ    

 ء ص
ــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ــ  ــــــــــــــ

 ء س

  ص٢ء
 ــــــــــــــــ

 ٢ء س

  ص٢ء
 ــــــــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ــــــــــــــــ

 ء س

  ص٢ء
 ــــــــــــــــ

 ٢ء س

 ــ س
ــ  ــــــــــــــ

 ص

  ص٢ء
ــ  ــــــــــــــ

 ٢ء س

 ٢س

 ــــــــــــــــ

 ٢ص

  ص٢ء
ــــــــــــــــ  

 ٢ء س

  ص٢ء
ــ  ــــــــــــــ

 ٢ء س

 } 
 ١>ب س    س  + ٢  أ س

       ١       س ١ــ ٣   جـ  س

  

} 
 ١>ب    س +  أ س٢  

 ١> أ             س ٢   {       ١       س ٢جـ  س٣  

    ١  جـ  س      س ٦  



 

 ٤٧ 


 

   

   )١(  د)= ــ١( د )= +١(  د     الدالة متصلة        

  ب+  أ= ب س+  ٢س  أ       =  )+١( د    ،  ١ -جـ )=  ١ ( د  
 

  ١ -جـ  = ١ - ٣ جـ س        ) = ــ١(د
 

  ب+ أ = ١ -جـ       

                 جـ٣= ب +  أ ٢   )ــ١( دَ) = +١( ، دَ

              أ-= ب      أ= ب +  أ ٢ فإن               ، ومن 

  في    ،وبالتعویض من 

 أ             –أ = ١ -جـ   ١= جـ 

٣ -=         ، ب ٣=  أ 

 
 
 
 


١  س

 


١  س

 

  ٠اخلص النية الله واجعل طلب العلم عبادة 
 ٠فيق من االله والأسباب من الإنسان ًتذكر دائما أن التو 
  ٠ولا تؤجل عمل اليوم إلى الغد.. احذف كلمة سوف من حياتك 
   ٠لا تذاكر وأنت مرهق 



 



 

 ٤٨ 


 

   

 : الواجب 

 ٢ = ٢ س ص٣ ص ــ ٢ س٢ + ٣ص + ٣ سأوجد          إذا كان ) ١
 

 =   فاثبت أن         ٤)١ ــ ٢ص= ( إذا كان  س ) ٢
 

   فاثبت أن٢ س٣ = ٣ ص٢إذا كان  )         ٣
 

  = ٢ (        )٢+                             ص          
 

 
 اثبت أن =                   إذا كانت  ص ) ٤
 

 ٠=  ص ٢)         + ١س ــ  ( ٤ +          ٢)١س ــ ( 
 

جـ   حیث أ ، ب ، جـ  ثوابت + ب س  + ٢أ س) = س( إذا كان  د ) ٥
   ٥) = ٠(    ،  دَ ٣) = ٢(   ،  دَ ٣) = ٠( حقیقیة  وكان  د 

 ؟ ) ٢ــ ( ،   دَ )   ١(                       فأوجد  د 
   ٣=  ــ س ص ٢إذا كان  س) ٦

 

  (        )٢(         ) + دار   س أوجد قیمة المق
 

 ء ص
 ـــــــــ
  ء س

 ١ ــ ٢ص
 ـــــــــــــــ

  س ص٨

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

١ 
 ـــــــــ
 ص

 ١+  س ٣
 ــــــــــــــــــ

 ٢)١س ــ ( 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 



 

 ٤٩ 


 

   

  ٠=  ص ٤+ اثبت أن          ) ١+  س ٢(  جا ٣= إذا كان  ص ) ٧
 

 

 

 

  جا س ــ س جتا س    اثبت أن ٢= إذا كان  ص ) ٨
 

  جا س٢= ص                                        + 
 

  ؟ ١=  س ص اثبت أن         ٢ = ٢س + ٢إذا كان  ص) ٩
 

 جتا س   أثبت ان  = إذا كان  ص ) ١٠
 

  ؟ ١ــ = ٢(         )ص           ــ   
 

 

  س ؟ ٤س قا٢جا          = ظا س  اثبت أن = إذا كان  ص ) ١١
 

 جا ن س  اثبت أن + جتا ن س =  إذا كان    ص )١٢
 

 

 صفر    حیث ن ثابت =  ص ٢ن         + 
 

 
 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

  ٢ء س

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س
 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س
  ص٢ء

 ـــــــــــ
 ٢ء س

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س



 

 ٥٠ 


 

   



  َ ص نقطة علیھ ھوأيفإن میل المماس للمنحنى عند )  س(د= إذا كان ص 

  نقطة معلومة یكون أيوعند 
 

  = العمودي، میل =               م المماس
 

   ھي) ١، ص ١س(معادلة المماس للمنحنى عند النقطة  

  )١ س–س ( م  = ١ص  –ص 

  ھي على المماس عند نفس النقطة العموديومعادلة 
  )١ س–س  ( وديالعمم  = ١ ص–ص 



 س ٢قا= صَ فإن       س ظا= ص  إذا كانت 
 

 

 ١ - س-٢س٣+  ٣س=  للمنحنى ص والعموديمعادلة المماس  أوجد              
  ؟)٢، ١( عند النقطة 

 

  ٨= ١ -٦+ ٣= م        ١ -س٦+  ٢س٣  =    =   م المماس        

  ١ س–س ( م  = ١ ص–معادلة المماس ھى ص (  

  ١ - س  (٨ = ٢ –ص (     ٨ س ــ ٨ = ٢ ص ــ 

 ء ص
 ــــــــــــــــ

 ء س

 ١ــ 
 ــــــــــــــــــــــــــــــ

 میل المماس

 

  

 ء ص
 ــــــــــــــــ

 ء س



 

 ٥١ 


 

   

 

   ٠ = ٦ + س ٨ –ص 

  = العموديمیل                    ٨= م المماس     

    ١ س–س   (العموديم  = ١ ص–ص     ھي العموديمعادلة ( 
 

  ١ –س  =        ( ٢ –ص (            ١+ س   -= ١٦ -ص ٨ 

٠= ١٧ -س+  ص ٨ 

  
 

 =   للمنحنى ص والعموديأوجد معادلة المماس            
 ٥= عند ص 

 

 ٥= نوجد س بالتعویض عن ص                   
 

الوسطین× بضرب الطرفین  =                                 ٥  
 

١+  س٢=  س ٥ -١٥    ١٤= س  ٧     ٢= س       

  ٥،  ٢ ( ھيالنقطة( 
 

٧= م ،                                  =                 = اسم المم   
 

  ٢ –س ( ٧ = ٥ –ص    ھيمعادلة المماس ( 

 صفر = ٩+  س٧ –ص       ١٤ -س ٧ = ٥ –ص 

 ١ــ 
 ــــــــــــــــ

٨ 

 ١ــ 
 ــــــــــــــــ

٨ 

 ١+  س ٢ 
 ـــــــــــــــــــــــــــ

 س ــ ٣

  

 ١+  س ٢
 ـــــــــــــــــــــــــــ

  ــ س٣

  )١+  س ٢) + (  ــ س ٣ ( ٢
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 ٢) ــ س ٣( 

٧ 
ـــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 ٢) ــ س ٣( 



 

 ٥٢ 


 

   

  ھي العموديومعادلة 
 

 ٢+ س   -= ٣٥ –ص  ٧       )٢ –س  (    =       ٥ –ص 

صفر = ٣٧ –س + ص  ٧ 
 

 

  للمنحنى والعمودي المماس معادلتيأوجد                  
 )٣، ٦(    عند النقطة ٩ = ٢ص+  س ص ٣ – ٢س              

 

 فإن  س  بالاشتقاق بالنسبة لـ                  
 

 ٠  =       ص ٢+          س٣ –ص ٣ –س ٢
 

 )         س     ٢ ص ــ ٣) =  س ٣ ص ــ ٢  =         
 

٤ــ = ،      میل العمودي =              مماس  میل ال 
 

   ٦ –س  (      =   ٣ –ص       ـ  :ھيمعادلة المماس (  

 ٦ –س = ١٢ –ص  ٤          صفر = ٦ – س –ص  ٤ 

    ٦ –س  ( ٤ - = ٣ –ص     ـ  :ھي العموديمعادلة( 

  ٢٤+  س ٤ - = ٣ –ص        صفر= ٢٧ - س ٤+ ص 

 

 

 ١ــ 
ــ  ـــــــــــــــ

٧ 

 

  

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ
 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س

  س٢ ص ــ ٣
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  س٣ ص ــ ٢

١ 
 ـــــــــــــــــ

٤ 
١ 

 ـــــــــــــــــ

٤ 



 

 ٥٣ 


 

   



         = = ظا ھـ  = م )  ١
 

  میل المستقیم= میل المماس   فإن   المستقیم// المماس إذا كان ) ٢

    ١ -= م المستقیم × م المماس      فإن المستقیمالمماس إذا كان ) ٣

 ١ - = ٢م × ١ أن  مأي
 رصف= میل المماسفإن )  ٠، ١ (محور السینات// المماس إذا كان ) ٤

 =  میل المماسفإن) ١، ٠ ( محور الصادات// المماس إذا كان ) ٥

 أى نقطة تقع على المنحنى تحقق معادلتھ ) ٦

د نقطة التماس نحل لإیجاد نقط تقاطع منحنیین أو منحنى ومستقیم أو لإیجا) ٧

  الثانيص للمنحنى =  ص للمنحنى الأول بجعل  وذلك ًاالمعادلتین مع

  صفر= نضع س المنحنى مع محور الصادات لإیجاد نقط تقاطع ) ٨

 صفر= نضع ص لإیجاد نقط تقاطع المنحنى مع محور السینات ) ٩

لإثبات أن المنحنیان لھما مماس مشترك عند نقطة معلومة فإنھ یكون                                    ) ١٠
 

 الثاني =                    للأول عند ھذه النقطة
 

       للأول  ،   ثبات أن المنحنیان متقاطعان على التعامد نوجد لإ) ١١
 

 ُثبت المطلوب  ١ -= كان الناتج  ثم نوجد حاصل ضربھما فإذا للثاني 

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س 

 ــ معامل س
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 معامل ص

١ 
 ــــــــــ

٠ 

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س 

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س 
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س 

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س 



 

 ٥٤ 


 

   

 

              =        أوجد النقط الواقعة على المنحنى ص                 
 ؟والمماس عندھا یوازى محور السینات 

 ٠ =              محور السینات   //  المماس                      
 

 =                                        =        صفر 
 

٠=  س٦ – ٢س ٨ – ٤ + ٢س ٤    - ٢ـ ÷  ٠ =٤+ س٦ -٢س٤  

٠ =٢ –س ٣ + ٢س٢           )٠) = ٢+ س ) ( ١ –س ٢ 

   )٤،  (     النقطة        ٤=   ص =               س 
 

 )١ -،  ٢ -( النقطة      ١ -=   ص           ٢ -= س 
 

 

 ٠= ص + س ٣ + ٢ص + ٢أوجد النقط الواقعة على المنحنى س         
 ٠= جـ + س+  ص٣ على المستقیم عمودي عندھا یكون المماس والتي

 

            = =  فإن    میل المستقیم  المستقیم المماس                    

   بالاشتقاق   ٠= ص+  س٣ + ٢ص + ٢س          ٣= میل المماس 
  

 ٠ =       +  ٣+          ص ٢ + س ٢ 
 

 ٣        =                =          ٣ –س ٢ -=         ) ١+  ص٢( 

  

 ٣+  س ٤ 
ـــــــــــــــــــــ ــــ  

 ١ + ٢س

  ء ص 
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س

  ) ٣+  س ٤(  س ٢ــ  ) ١ + ٢س ( ٤
ــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــ ـــــــــــ ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

  ٢)١ + ٢س( 

١ 
 ـــــــــ

٢ 

١ 
 ـــــــــ
٢ 

 

  ــ معامل س 
ــــــــــــــــــــــ ــــــ  

 معامل ص

 ١ــ 
 ـــــــــ

٣ 

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س
 ء ص

ـــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ــ  ـــــــــــــــ

 ء س

 ٣ س ــ ٢ــ 
ـــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 ١+  ص ٢



 

 ٥٥ 


 

   

     ٣ -س٢ -= ٣+  ص ٦       ٢ـ÷  س   ٢ -= ٦+ ص ٦  

       معادلة المنحنىفيوبالتعویض          ٣ -ص٣ -= س   

     )- صفر= ص) + ٣ -ص٣ -( ٣+ ٢ص + ٢)٣ -ص٣ 

     صفر= ص+ ٩ -ص٩ – ٢ص+  ٩+ ص١٨+ ٢ص٩ 

    ١٠÷  ٠= ص١٠+  ٢ص١٠        ٠)= ١+ ص(  ص 

 صفر                = ص  ١ -= ص 

 صفر= س                   ٣ -= س 
 

 

س وعندھا ٣ – ٤س= أوجد معادلة المماس للمنحنى ص                
 ٠=جـ + ص٢٩+  على المستقیم س عموديیكون المماس 

 

  المستقیم  المماس                       

 ٢٩= ، میل المماس =             میل المستقیم 

 ٣ – ٣س ٤= میل المماس       ٢٩ = ٣ -٣س ٤            

 ٣٢ = ٣س ٤          ٨ = ٣س       وبالتعویض     ٢= س               

  ١٠= ٦ -١٦= ص            ١٠،  ٢( النقطة ھى(  

  ٢ –س ( ٢٩ = ١٠ –ص     معادلة المماس ھى ( 

  ٥٨ -س٢٩ = ١٠ –ص          ٠ = ٤٨ + س٢٩ –ص 

  

 

 ١ــ 
 ـــــــــــــــــ

٢٩  



 

 ٥٦ 


 

   

 

 ٩+ س٣ – ٢س=  ، ص ٧ + ٤ س– ٥س= اثبت أن المنحنیان ص              
 ) ٧، ١( قاطعان على التعامد عند یت

 

ثم نوجد حاصل ضربھما  ) ٧، ١( نوجد میل كل منھما عند                 

  نتج المطلوب١ -= فإذا كان الناتج 

 ١ = ٤ – ٥) = ٧، ١(  عند ١م           ٣س ٤ – ٤س ٥ = ١م

 ١ - = ٣ – ٢) = ٧، ١(  عند ٢م                  ٣ –س ٢ = ٢م

  ١ -= ١ -×  ١ = ٢ م ×١م     المنحنیان متقاطعان على التعامد  
 

 

،  ٠= ٢٥+  ص٦ -س١٢ -٢ص + ٢اثبت أن المنحنیان س              
) ١، ٢( لھما مماس مشترك عند النقطة  ١٠= ص + س ٢ + ٢ص + ٢س

 ؟وأوجد معادلتھ 
 

 ـ :المنحنى الأول                   
 ٢بالقسمة على           ٠=         ٦  -١٢ –        ص٢+  س٢

 
 

   ٠=         ٣ – ٦ -       ص + س 
 

  )   س        – ٦=        ) ٣ –ص  =          
  

  ٢ــ =  ) ١ ، ٢(         عند  

 

  

 

  
 ء ص
ـــــــــــــــــ  
 ء س

 ء ص
ــ  ـــــــــــــــ

 ء س
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س

  ــ س٦
ــ  ـــــــــــــــــــ

 ٣ص ــ 
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س



 

 ٥٧ 


 

   

 ـ  :الثانيالمنحنى 
 

 ٠ +        = ٢+         ص ٢+ س ٢
 

        =        ٢ –س ٢ -=           )١+ ص ٢( 
 

 ٢ــ =  ) ١ ، ٢(          عند          ٢م= ١م  

   ١، ٢( المنحنیان لھما مماس مشترك عند النقطة( 

 ) ٢ –س ( ٢ - = ١ –     ص ھيومعادلة المماس 

      ٤+س ٢ - = ١ –ص        ٠ = ٥ -س٢+ ص 
 

 

وازیین  الم٥٢ = ٢ص + ٢ المماسین للمنحنى سمعادلتيأوجد            
 جـ =   ص٣+ س ٢للمستقیم 

 

  میل المستقیم=  میل المماس المستقیم      // المماس                      

 م المماس     ، =                   م المستقیم = 
 

  ٠=         ص٢+ س ٢             فإن        ٥٢ = ٢ص + ٢ س      
 

 

         =     س -=          ص       ٢بالقسمة على    
 

 

               =          ص٢= س  ٣     ص=      س 

 ء ص
ــ  ـــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س
 ء ص

ــ  ـــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
 ـــــــــــــــــ

 ء س

 ٢ س ــ ٢ــ 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ١+  ص ٢
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س

 

  
  ٢ــ 

ـــ  ــــــــــــــ

٣ 

  ٢ــ 
 ـــــــــــــــــ

 ء ص ٣
ـــــــــــــــــ  

 ء س
 ء ص

 ـــــــــــــــــ

 ء س

 ء ص
ـــ  ــــــــــــــ

 ء س

 ــ س
ــ  ـــــــــــــــ

 ص
 ــ س

ــ  ـــــــــــــــ

 ص

 ٢ــ 
 ـــــــــــــــــ

٣ 

٢ 
 ــــــــ

٣ 



 

 ٥٨ 


 

   

   ٩× بالضرب      ٥٢ = ٢ص + ٢     ص    وبالتعویض فى المنحنى 
 

 ٤٦٨= ٢ ص٩+  ٢ ص٤      ٤٦٨ = ٢ص١٣        ص = ٦ 

  )٦،  ٤(              ٤= فإن س             ٦= عند ص 

  )٦ - ، ٤ -(             ٤ -= فإن س          ٦ -=  ص عند

 ) ٦ - ، ٤ -( عند )                                     ٦، ٤( عند 

 )٤+ س (      =    ٦+ ص )         ٤ –س  =        ( ٦ –ص 

 ٨ -س٢ - = ١٨+  ص٣            ٨+ س ٢ - =١٨ –ص ٣

 صفر= ٢٦+  س٢+  ص٣ صفر          = ٢٦ –س ٢+ ص٣
 

 

 ب س ،  + ٣أ س= أوجد قیم أ ، ب ، جـ حتى یكون لمنحنیین الدالتین ص          
أوجد معادلة المماس و) ٢، ١ -(  س مماس مشترك عند النقطة – ٢جـ س= ص 

 ؟المشترك 

          تحققان معادلتھ  تقع على المنحنیان ) ٢، ١ -( النقطة                     

          ٢ -= ب +  أ  ب               – أ - = ٢   أن  أي

 ١=  جـ             ١+ جـ  = ٢      ـ  :الثانيوالمنحنى 

 ) ٢، ١ -(  للمنحنیان مماس مشترك عند     

٢، ١-(  عند ٢م) = ٢، ١-(  عند ١ م( 

٤ 
 ــــــــ

٩ 

 ٢ــ 
 ـــــــــــــــــ

٣ 

 ٢ــ 
ـــ  ــــــــــــــ

٣ 

 

  



 

 ٥٩ 


 

   

 ١ – جـ س ٢= ب  + ٢ أ س٣        ١ - جـ ٢ -= ب + أ  ٣ 

           ٣ -= ب +  أ ٣          ٣ -= ١ -٢-= ب + أ  ٣

  = أ            ١ -= أ٢          بالطرح   ،   من 

 ٣ -= ویكون المیل            = وبالتعویض فإن     ب 

 ھي) ٢، ١ -(  معادلة المماس المشترك عند  

  ٣ –س  ٣ - = ٢ –ص        ) ١+ س    (٣ - = ٢ –ص 

 صفر= ١+ س ٣+  ص 
 

 

 نقطتيس عند ٤ = ٢ المماسین للمنحنى صمعادلتيأوجد             
 ٣= ص٢ –س  ٤ تقاطعھ مع المستقیم 

 

 ً نوجد نقط التقاطع بحل المعادلتین معا                

  ٠ = ٣ –ص ٢ – ٢ ص    ٣= ص ٢ –س  ٤س    ،  ٤ = ٢ص    

 ) ٠) = ١+ ص )( ٣ –ص 

 ٣=  ص             ٣،  =                  (       س(   

    )١ــ  ،   =                (     س                       ١ -= ص 

 بالاشتقاق  س           ٤ = ٢ص     
 

  ٢بالقسمة على         ٤=          ص٢ 

 ١ــ 
 ــــــــــ

 ٣ــ  ٢
ــــــــــ  

٢ 

 

  

٩ 
 ــــــــــ

١ ٤ 
 ــــــــــ

٤ 

١ 
 ــــــــــ

٤ 

 ء ص
ــ  ــــــــــــــــ

 ء س

٩ 
 ــــــــــ
٤ 



 

 ٦٠ 


 

   

             =            فإن م  )   ٣، (     ، عند = 
 

س ــ       =      ( ٣ة ھى   ص ــ  المعادل( 
 

 س ٢ = ٩ –ص ٣–                 ٩ –س ٤ = ١٨ –ص ٦ 

  صفر= ٩ –س  ٤ –ص ٦ 

 ٢ــ      = = فإن م )           ١ -، (     وعند  
 

  س ( ٢ - = ١+ ص ھي   معادلة المماس-     (  
 

٢×             بالضرب +  س٢ - = ١+   ص 

 ١+ س ٤ - = ٢+ ص ٢        صفر = ١+ س٤+ ص ٢ 
 

 : الواجب 

  ٢ س ــ ٣ ــ ٢س=  ، ص ٢ س ــ ٥ ــ ٢ س٣= اثبت أن المنحنیین  ص ) ١

 ) ٤ ، ــ ١( یتقاطعان على التعامد عند النقطة  
 

  ٤=  س ٢ ــ ٢ ص٣ + ٢ س٣أوجد معادلة المماس للمنحنى  ) ٢
 ) ١ ، ــ ١(     عند النقطة  

 

  عند ٢ = ٢ص + ٢دلة المماس والعمودى للمنحنى  سأوجد معا) ٣
   ؟ ١النقطة التى إحداثیھا السینى یساوى  

٩ 
ــ  ــــــــ

٤ 

 ء ص
ــــ  ــــــــــــــ

 ء س

٢ 
ــ  ــــــــــــــــ

 ص

٢ 
 ــــــــــ

٣ 
٢ 

 ــــــــــ

٣ 

٩ 
ــ  ــــــــ

٩ ٤ 
 ــــــــــ

٢ 

١ 
 ــــــــــ
٤ 

٢ 
 ــــــــــ

 ١ــ 
١ 

 ــــــــــ

١ ٤ 
 ــــــــــ

٢ 



 

 ٦١ 


 

   

   والذى یوازى ٨= أوجد معادلتى المماسین للمنحنى   س ص ) ٤
  ٩=  س ٢+ المستقیم   ص 

 

 جتا س + جا س ) = س( أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة  د ) ٥

  المنحنى ؟ على ھذا) ١ ، ٠( عند النقطة 
 

 والتى یكون ٦= ص   +     أوجد النقط الواقعة على المنحنى    س  ) ٦
  ؟  ٧=  ص ٦ س ــ ٣ًعندھا المماس عمودیا على المستقیم    

 

ѧـѧѧـ ٢أوجѧѧѧد معادلѧѧѧة الممѧѧѧاس للمنحنѧѧѧى  س) ٧ ѧـѧѧـ ص٢   عنѧѧѧد ٤ = ٢س ص 
 الواقعة علیھ ؟  ) ٠ ، ٢( النقطة 

 

عھا الممѧѧѧѧѧѧѧѧاس للمنحنѧѧѧѧѧѧѧѧى                     أوجѧѧѧѧѧѧѧѧد قیѧѧѧѧѧѧѧѧاس الزاویѧѧѧѧѧѧѧѧة التѧѧѧѧѧѧѧѧى یصѧѧѧѧѧѧѧѧن) ٨
   مѧع الاتجѧاه الموجѧب لمحѧور السѧینات ٦س ـѧـ ٢ ــ ٢س٧ ــ ٣س٥= ص 

 الواقعة علیھ ؟   ) ٢ ، ١( عند النقطة 
 

ѧـѧـ ٢س= أوجѧѧد معѧѧادلتى الممѧѧاس والعمѧѧودى للمنحنѧѧى ص ) ٩  ٢+ س ٤ 
 الواقعة علیھ ؟  ) ١ ، ــ ١( عند النقطة 

 

جتѧѧѧا س  عنѧѧѧد + س ٢جѧѧѧا = مѧѧѧاس للمنحنѧѧѧى  ص أوجѧѧѧد معادلѧѧѧة الم) ١٠
 الواقعة علیھ ؟  ) ٠، (        النقطة 

 

 ط
 ــــــــــ

٢ 



 

 ٦٢ 


 

   

                           

وإذا كانت س تتغیر بتغیر الزمن ن فإن ص تتغیر ) س (د= إذا كانت ص 

 ًبتغیر الزمن ن أیضا

     بسرعة ص   وتسمى          بسرعة س  ،   
 

 

 ×        =       حیث أن 
 



 رسم شكل ھندسى یمثل المسألة ومنھ نوجد العلاقة بین متغیرات المسألة ) ١

  نوجѧد مشѧѧتقة ھѧѧذه المتغیѧѧرات بالنسѧѧبة للѧزمن ونحѧѧدد قیمѧѧة المتغیѧѧرات عنѧѧد ) ٢
 اللحظة المراد القیاس عندھا ثم التعویض لإیجاد المجھول 


 

  ٠= ٦ -ص٣+ س ٥ – ٢ص + ٢ نقطة تتحرك على المنحنى س            
أوجد )  . ٢، ١(ث عند النقطة  / سم  ٧ السینيحداثیھا إفإذا كانت سرعة 

 ؟الصادي حداثیھا إعند نفس النقطة سرعة 
 

  لـ نبالنسبة  بالاشتقاق   ٠ = ٦ -ص٣+ س ٥ – ٢ص + ٢س              
 

 ٠=        ٣+         ٥ -       ص٢+        س٢  

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ص
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء س

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 

  

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن



 

 ٦٣ 


 

   

 

 ث/ سم  ٧      =     ،)     ٢، ١(وعند النقطة  
 

 صفر=       ٣+  ٧×  ٥ –       ٢× ٢+  ٧× ١× ٢
 

 صفر = ٣٥ -        ٧ + ١٤ 
 

              ٢١=        ٧                        =ث/ سم  ٣ 

 
 

 

  ١٠٨= ص ٨ -س ٤ + ٢ص + ٢تحرك نقطة على المنحنى ست           
 بالنسبة السینيحداثیھا إ یكون عندھا معدل تغیر التيعین مواضع النقط 

 ؟  بالنسبة للزمن الصاديحداثیھا إللزمن یساوى معدل تغیر 
 

 وبالاشتقاق بالنسبة ن                =  أن                          أي
 

 ٠=       ٨ –       ٤ +       ص٢+       س  ٢   
 

         = وبالقسمة على                  
 

 ٠ = ٤ -ص٢+ س  ٢                  ٠= ٢ –ص + س 

 وبالتعویض فى العلاقة المعطاة                   ص– ٢=  س  

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 

  ء س 
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
ـــــــــــــ  

 ء ن
 ء س
ــ  ـــــــــــ

 ءن

 ء ص
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء س
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ءن



 

 ٦٤ 


 

   

 )١٠٨= ص ٨ –)  ص– ٢( ٤ + ٢ص + ٢) ص -٢ 
 ٠= ١٠٨ - ص ٨ – ص ٤ – ٨+ ٢ص+  ٢ص+  ص ٤ – ٤
 ٠= ٩٦ –ص ١٦ – ٢ص٢     ٠ = ٤٨ - ص ٨ – ٢ ص  

 ) ٠) = ٤+ ص ) ( ١٢ –ص 
  ١٢= ص        ١٠ - =١٢ – ٢=  س 

  ٤ -= ص          ٦ = ٤+ ٢= س 
 ٤ - ، ٦( ، )  ١٢، ١٠ - ( ھي النقط(  

 

مستطیل طولھ ضعف عرضھ ینكمش بالبرودة بحیث ینقص               
أوجد معدل النقص فى المساحة عندما . ث /  سم  ٠٫٠٥معدل عرضھ ب

 ؟سم ١٠= یكون العرض 

 س٢= س   ، الطول =  نفرض أن العرض                   
 العرض × الطول = مساحة المستطیل 

  ٢س٢= س × س ٢=    م
  بالتفاضل بالنسبة لــ ن    

 

  =      ١٠=   ،  س ٠٫٠٥ــ  = حیث       ×                    س ٤  
 

 =       ٢ــ =  ×       ١٠ × ٤ 
 

 ث / ٢سم٢ المساحة تنقص بمعدل 
 

 

 

  

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء م

 ـــــــــــــ

 ء ن

 ٥ــ 
ــ  ـــــــــــ
١٠٠ 



 

 ٦٥ 


 

   

تظام بحیث صفیحة رقیقة من المعدن على شكل مثلث یتمدد بان            
فإذا كان معدل زیادة .  ثلاثة أمثال ارتفاعھا ًایظل طول قاعدتھا مساوی

فأوجد معدل تغیر ارتفاعھا عند . ث  / ٢ سم ٠٫٢٧مساحة الصفیحة 

 سم  ٩=  یكون فیھا ارتفاع الصفیحة التياللحظة 

 

  س٣=  القاعدة   سم  س  = الارتفاعنفرض أن 

 الارتفاع×  القاعدة         =   مساحة المثلث  
 

  وبالتفاضل بالنسبة لـ ن     ٢س=       س × س  ٣        ×=   م  
 

  =       ٠٫٢٧ =    ،       ٩= وعند  س             ×  س ٣  
 

 ٩ × ٣ = ٠٫٢٧   ×                =         =       ٠٫٠١  
 

 ث/  سم ٠٫٠١= معدل تغیر ارتفاع الصفیحة 
 

 

 رأسي حائط  على سم یرتكز بطرفھ الأعلى١٥٠سلم طولھ               

ًینزلق مبتعدا عن وبطرفھ الأسفل على الأرض فإذا كان طرفھ الأسفل 

خر عندما یكون  معدل ینزلق الطرف الآفبأيث / سم ٢الحائط بمعدل 
 ؟ سم من الحائط ٩٠الطرف الأسفل على بعد 

 

 

  

١ 
 ـــــــــــــ

١ ٢ 
 ـــــــــــــ

٢ 

٣ 
ــ  ـــــــــــ

٢ 
 ء م

ــ  ـــــــــــ

 ء ن 

 ء س
ـــ ــــــــــ  

 ء ن 

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء ن 
 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

٠٫٢٧ 
 ــــــــــــــــ

٢٧ 

 

 س

  س٣



 

 ٦٦ 


 

   

والطرف  ، ص =  على بعد العلوي نفرض أن الطرف                    
 س= السفلى على بعد 

 
 

  سم ٩٠= ث   المطلوب         عند س /  سم ٢        = 
 

  وبالاشتقاق بالنسبة لـ ن    ٢)١٥٠ =  (٢ص + ٢س   
 

 صفر =    ص   ٢ +     س ٢ 
 

    ٠=       ص +      س            ــ ص =   س 
 

       =               ×           * فإن٩٠= وعند  س   
 

  ١٢٠=  ص               ٢)١٥٠ = (٢ص + ٢)٩٠ (
 

  ث/ سم  =        ٢×        =                   * العلاقة في وبالتعویض

  
 

 اتجاه فيث /  م ٥ أمتار یتحرك بسرعة ٦ ارتفاعھ رأسيونش             
 أوجد .  متر ١٦مصباح على ارتفاع 

 معدل تحرك طول ظل الونش ) ٢     معدل تحرك نھایة ظل الونش ) ١

 

  

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء س
 ـــــــــــــ

ء  ن 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 
 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء س
ـــــــــــــ  

 ء ن 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 
 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ــ س
 ـــــــــــــ

 ص

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 د ص
ــ  ـــــــــــ

 د ن 

 ٩٠ــ 
ــ  ـــــــــــ

١٢٠ 

  ٣ــ 
 ـــــــــــــ

٢ 

 

  

 س

 ١٥٠ ص



 

 ٦٧ 


 

   

 ،س = المصباح نفرض أن بعد الونش عن قاعدة 

 ث/  م ٥ــ            =  ،  ص= طول الظل 

 ف =  بعد نھایة ظل الونش 

 بالاشتقاق      س + ص = ف 
 

             +        =        
 

 

 

   ص ٨=  ف ٣       =              فإن ∆∆ ومن تشابھ 

   بالاشتقاقص   =         ف            =        × 
 

 وبالتعویض في المعادلة 
 

       ×                  +        =       ×             ــ = 
 

 

       ×        = ٥ــ            =        ٨ــ =     ،       ٣ــ  
 

 

 ث/  م ٣ طول الظل ینقص بمعدل 

 ث/  م ٨، نھایة الظل ینقص بمعدل 
 

 

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء ف
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن 

 ء س
ــ  ـــــــــــ

 ء ن 
 ص

 ـــــــــــــ

 ف

٦ 
ـــــــــــــ  

٨ ١٦ 
 ـــــــــــــ

٣ 

 ء ف
 ـــــــــــــ

 ء ن

٨ 
ــ  ـــــــــــ

٣ 

 ء ص
 ـــــــــــــ
 ء ن

٨ 
 ـــــــــــــ

٣ 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

٨ 
 ـــــــــــــ

٣ 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
ـــــــــــــ  

 ء ن
٥ 

 ـــــــــــــ

٣ 

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ف
 ـــــــــــــ

 ء ن

  متر١٦
  متر٦

 ص س
 ف

 ء ص
 ـــــــــــــ

 ء ن



 

 ٦٨ 


 

   

 بحیث تظل محتفظة بشكلھا فإذا كان بانتظامة تتمدد  اسطوان           
 یزداد  ث وارتفاعھا ع/  سم  ٠٫٢طول نصف قطرھا نق یزداد بمعدل 

 أوجد معدل تغیر حجم الأسطوانة عندما . ث /  سم  ٠٫١بمعدل 

 ؟سم  ٥= سم ، ع ٢= نق 
 

 ع  = الارتفاعنق ، = نفرض أن نصف القطر                  
 ث/  سم ٠٫١= ث    ،        /  سم ٠٫٢  =       

 

 ×٢ط نق+ ×       ط نق ع ٢       =       ع ٢نق ط = ح    
 

 سم  ٥= سم ، ع ٢= وعند نق 

  =      ث / ٣ ط سم٤٫٤ = ٠٫١ × ٤× ط  + ٠٫٢ × ٥ × ٢×  ط ٢ 

 
 دقیقة / ٣سم٢٧ً محتفظا بشكلھ بمعدل بانتظامیزداد حجم مكعب              

 یكون فیھا طول التي مساحة سطحھ الكلیة عند اللحظة فيأوجد معدل الزیادة 
 ؟سم  ٣= حرفھ 

 دقیقة  / ٣ سم٢٧                        = 
 

 مساحة الوجھ الواحد  × ٦= مساحة سطح المكعب الكلیة 

           ٢ ل٦=  م   
 

 =       ل  × ١٢             × =       ٣ × ١٢ ×  

 د نق
 ـــــــــــــ

 د ن

 

  
 ء ع

 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ح

 ـــــــــــــ
 ء ن

 ء نق
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ع
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ح
 ـــــــــــــ

 ء ن

 

  
 ء ح

 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء ل
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء ن

 ء ل
ــ  ـــــــــــ

 ء ن



 

 ٦٩ 


 

   

 

 =       ٣ل= ح  ×                  ٣٦     =       ٢ ل٣        × * 
 

  ٩ × ٣ = ٢٧               ×  =       بالتعویض فى ث  /  سم ١* 
 

 =        ث  / ٢ سم٣٦ 
 

 

 مسѧѧتطیلات طѧѧول ضѧѧلع متѧѧوازيتتمѧدد قطعѧѧة مѧѧن المعѧѧدن علѧѧى شѧѧكل            
 سم وارتفاعھا ثلاثة أمثال عرضھا بالتسخین بحیث ٢قاعدتھ یزید عن عرضھ 

دقیقѧة ،  / ٣ سѧم٠٫٦تظل محتفظة بھѧذه النسѧبة فѧإذا كѧان الحجѧم یѧزداد بمعѧدل 
 فأوجد أبعاده . دقیقة /  سم  ٠٫٠١وعندما یزداد العرض بمعدل 

  

 س ٣=  ، الارتفاع ٢+ س = س ، الطول = نفرض أن العرض                  
 دقیقة /  سم ٠٫٠١  =             

 

  ٢س٦ + ٣س٣= س٣×   )٢+ س ( س = ح       
 

 =      س ١٢+  ×       ٢ س٩  ×  
 

 ٠٫٠١× ) س١٢+  ٢س ٩=  ( ٠٫٦   

 ٠ = ٦٠ –س ١٢ + ٢س ٩       ٠ = ٢٠ -س٤ + ٢س٣ 

 ) ٠ ) = ٢ –س )  (١٠+  س٣ 
 

 ء م
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ل
ــ  ـــــــــــ

 نء 

 ء ح
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ل
 ـــــــــــــ

 ء ن
 ء ل

 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ل
 ـــــــــــــ
 ء ن

 ء م
 ـــــــــــــ

 ء ن

 

  
 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء ح
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن

 ء س
 ـــــــــــــ

 ء ن



 

 ٧٠ 


 

   

 ٢= س ،       ترفض  =        س  

 سم ٦= الارتفاع        ،    سم  ٤=  الطول     ، سم    ٢= العرض 
 

 : الواجب 

  وكѧان معѧدل ٧ = ٢ص+ س ص  + ٢تتحرك نقطة علѧى المنحنѧى  س) ١
 ٠٫١یسѧاوى ) ٣ ، ١ــ ( تغیر إحداثیھا السینى بالنسبة للزمن عند النقطة 

 أوجد معدل تغیر إحداثیھا الصادى بالنسبة للزمن عند نفس النقطة ؟ 
 

             ١٠٨= ص ٨س ــ ٤ + ٢ص + ٢على الدائرة س) س ، ص( نقطة تتحرك ) ٢

عین موضع النقطة عنѧد اللحظѧة التѧى یكѧون فیھѧا معѧدل تغیѧر إحѧداثیھا السѧینى 
 ًبالنسبة للزمن مساویا لمعدل تغیر إحداثیھا الصادى بالنسبة للزمن ؟ 

 

 ٢٠ قطعة من المعدن مستطیلة الشكل یزید طولھا عن عرضѧھا بمقѧدار) ٣
 سѧم ، ٢٠سم تنكمش بالتبرید بحیث یظل طولھا یزیѧد عѧن عرضѧھا بمقѧدار

 ٨٠ث عنѧدما یكѧون العѧرض /  سѧم ٠٫٠٢٥فإذا كان الطول ینكمش بمعدل 
 سم ، احسب معدل تغیر المساحة عند ھذه اللحظة ؟ 

 

سقط حجر فى ماء ساكن فتكونت موجة دائریة یتزاید نصف قطرھѧا بمعѧدل ) ٤

  ثوانى ؟١٠الزیادة فى مساحة سطح الموجة فى  ث أوجد معدل /  سم ٢

 ١٠ــ 
 ـــــــــــــ

٣ 



 

 ٧١ 


 

   

 متѧѧر بأحѧѧد طرفیѧѧھ علѧѧى أرض أفقیѧѧة وبطرفѧѧھ الأخѧѧر ٦٫٥یسѧѧتند سѧѧلم طولѧѧھ ) ٥
ًفإذا انزلق الطرف السѧفلى للسѧلم مبتعѧدا عѧن الحѧائط بمعѧدل . على حائط رأسى 

 متر مѧن الحѧائط أوجѧد عندئѧذ معѧدل ٢٫٥دقیقة عندما یكون على بعد /  سم ٣٠
ُثم أوجد بعد الطرف العلوى للسلم عѧن الأرض .  العلوى للسلم انخفاض الطرف

 عندما یتحرك الطرف العلوى والطرف السفلى بنفس المعدل ؟  
 

 أمتѧار فѧѧوق طریѧѧق یسѧیر علیѧѧھ رجѧѧل ٨وضѧع مصѧѧباح كشѧاف علѧѧى ارتفѧѧاع ) ٦
 أوجد . دقیقة /  متر ٢ً متر مبتعدا عن الضوء بسرعة ١٫٦طولھ 

 سرعة تحرك نھایة ظل الرجل ) جل               بمعدل ازدیاد طول ظل الر) أ
 

 سѧم ٨فى لحظة ما كان طولا ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاویة ھما ) ٧
دقیقѧة وكѧان الضѧلع /  سѧم ١إذا كان الضلع الأول یѧنقص بمعѧدل .  سم ٦، 

دقیقѧة فأوجѧد معѧدل التغیѧر فѧى مسѧاحة المثلѧث /  سم ٢الثانى یزداد بمعدل 
  بعد دقیقتین ؟

 

متѧر یسѧیر ٧٠= متر ، ب جѧـ ٩٠= أجـ ، ب جـ طریقان متعامدان حیث أجـ ) ٨
ث والثѧانى مѧن ب إلѧى جѧـ /  متѧر ٦رجلان الأول من أ نحو جـ بسرعة منتظمѧة 

ث أثبت أن البعد ف بѧین الѧرجلین بعѧد مضѧى ن ثانیѧة /  متر ٨بسرعة منتظمة 
ѧـѧـ ٢ن( ١٠٠ = ٢ًمѧن لحظѧة انطلاقھمѧا معѧا یعطѧى بالعلاقѧة ف ) ١٣٠+  ن ٢٢ 

  ثوان ؟  ٨= ثم استنتج معدل تغیر ف بالنسة إلى ن عندما ن 



 

 ٧٢ 


 

   





  فإنھ یكون  أ ، ب إذا كانت الدالة د معرفة على الفترة 

 ١س > ٢   س )  ١س ( د>  )  ٢س(  الدالة تزایدیة إذا كان د

  ١س > ٢  س)   ١س(  د<  ) ٢س(  الدالة تناقصیة إذا كان د
 



  فإن  أ ، ب  الفترة فيإذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق 

 ، ب  أ   س صفر > ) س ( الدالة تكون تزایدیة إذا كانت دَ

  أ ، ب   س  صفر < ) س ( الدالة تكون تناقصیة إذا كانت دَ



 ) س(  نوجد دَ) ١
صفر ومنھا نوجد قیم س ) = س( وذلك بوضع دَ)  س( نوجد أصفار دَ) ٢

 غیر معرفة إن وجدت ) س(  عندھا دَالتيوكذلك قیم س 
 نحدد الفترات التى ینقسم إلیھا مجال ھذه الدالة بھذه النقط ) ٣
 التي الدالة إشارةبقاعدة بحث (خلال كل فترة  ) س( دَ إشارةنعین ) ٤

  )الثانويسبق دراستھا بالصف الأول 



 

 ٧٣ 


 

   

             ٠> ) س(فإننا نبحث متباینة دَ)  س( إذا كان لا یوجد أصفار للدالة دَ ) ٥
  حول النقطة الغیر معرفة عندھا ٠< ) س( ، دَ

 

 صفر ) = س( عند دَ              ) = س( مثل إذا كانت دَ
  
               

 ٣ صفر       َصفر = ١ –س    غیر معرفة عند ) س(  د 
  

 وذلك بأخذ قیم ١= حول س ) س (  دَإشارة    ، نبحث ١=  س  
 

  ٠٫٩= س   ،  ١٫١= س 
    

   )موجب( صفر > ) =            =        س(  دَ     ١٫١= عند  س 
 

  )سالب( صفر < ) =           =          س(  دَ       ٠٫٩= عند س 

 

 
 

 البسط فقط وھى إشارةكمیة مربعة فإننا نبحث  )س (  إذا كان مقام دَ) ٦
  الدالة إشارة



أ          حیث أ عدد ثابت) = س ( د  

 د الثابتإشارتھا مثل إشارة العد

٣ 
ــــــــــ  ــــــــــــــ

 ١س ــ 

٣ 
ــ ــــــــ  ــــــــــــــ

 ١ ــ ١٫١

٣ 
 ـــــــــــــ

٠٫١ 
٣ 

 ــــــــــــــــــــــــ

 ١ ــ ٠٫٩

٣ 
 ـــــــــــــــــــ

 ٠٫١ــ 

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ + + + + + + + 



 

 ٧٤ 


 

   

  ح          موجبة لجمیع قیم س ٧) = س (د ـ :مثال 

أ    ب    ، + أ س ) = س ( دصفر  

  = س      ٠) = س (بوضع د

 

 ٦ -س ٣) = س ( د  ـ :مثال

 

 صفر) = س ( بوضع د

 صفر          = ٦ -س٣٦= س ٣               ٢= س 
 

  س– ٦) = س ( د  ـ :مثال

 

 ٦=  س صفر   =   س– ٦       صفر) = س ( بوضع د
 

جـ + ب س  + ٢أ س) = س ( د 

 وھذه الدالة إما تحلل وتعطى قیمتین أو قیمة وحیدة أو لا تحلل حسب الممیز 

 إذا كانت تحلل وتعطى قیمتین ل ، م ) ١
 

 ــ ب
 ـــــــــــــ

 أ

  

  

 = س 
 ــ ب

 ـــــــــــــ

 أ

٠ 
 عكس إشارة معامل س نفس إشارة معامل س

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  + + + + + + + 
٢ 

٠ 

 م ل

 ٢نفس إشارة معامل س ٢عكس إشارة معامل س ٢نفس إشارة معامل س

 + + + + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  
٦ 

٠ 



 

 ٧٥ 


 

   

 ٦+ س  ٥ – ٢س)= س ( د  ـ :مثال

 صفر ) = س ( بوضع د                

 ٠ = ٦+ س  ٥ – ٢س       ) صفر ) = ٢ –س ) ( ٣ –س 

 موجب ٢معامل س          ( ٢=            ،      س ٣=  س ( 
 

 

 

 ـ :إذا كانت تحلل وتعطى قیمة وحیدة ) ٢
 

 

  ٩+ س ٦ – ٢س) = س(  د   ـ :مثال

  ٠ =٩+س ٦ – ٢س        ٠) = س ( بوضع د                  

     ) ٠ )= ٣ –س (  )٣ –س  

     ٣=  س 
 

 

 ـ :إذا كانت لا تحلل ) ٣
  )٢معامل س( فإن إشارتھا مثل إشارة أ 

  ٨+س ٣ – ٢س) = س ( د   ـ :مثال

  صفر          = ٨+ س ٣ – ٢ س     صفر ) = س(بوضع د                

 نجد أنھا لا تحلل 
 

 ٢معامل س( ً إشارتھا موجبة دائما مثل إشارة أ(  

  

  

  

 ٢نفس إشارة معامل س ٢نفس إشارة معامل س

٣ 
  + + + + + +  + + + + + +

٢ ٣ 
   + + + +   + + + +  ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ 

   + + + + + + + + + +



 

 ٧٦ 


 

   



 عین فترات تزاید وتناقص الدوال الآتیة على مجالھا 
  ٥ –س ٢) = س(د) ١

 

  ثابتة وموجبة     ٢) = س ( دَ                    

 الدالة تزایدیة على مجالھا 

 

 ٤+ س ٢٧ + ٢س٩ – ٣س) = س(د) ٢

 ٢٧+ س ١٨ – ٢س٣) = س ( دَ                   

     صفر ) = س(وبوضع  دَ

٠= ٢٧+ س ١٨ – ٢س ٣        

  ٠= ٩+ س ٦ – ٢س          ) ٠ = ٢ )٣ –س       ٣= س  

 الدالة تزایدیة على مجالھا
 

 )س   – ٢   = (  ــ س٢) =    س(د) ٣
 

  ٢ - س   -     ٠  س – ٢ھذه الدالة مجالھا                       
 

    س  ٠) =س ( بوضع دَ) =                س (      ،  دَ ٢ 

  

  

  

 ــــــــــــــــــــــــ ١  ــ 

  ــ س٢  ٢

   + + + + + + + + + +

 ـــــــ ١
٢  

  + + + + + +  + + + + + +
٣ 



 

 ٧٧ 


 

   

َغیر معرفة)  س (  نجد أن د      ٠=  س – ٢      ٢=   س 

 ًنجد أن المقام موجب دائما ولذلك نبحث إشارة البسط   ٢وبأخذ قیم س أقل من 

  على مجالھاالدالة تناقصیة             البسط سالب      
 

 ٥+ س  ٤ – ٢س) = س ( د) ٤
 

 ٠) = س ( وبوضع دَ      ٤ –س ٢) = س (دَ                   
 

 ٠ = ٤ –س ٢      ٢=  س 
 

  ، ٢     وتزایدیة   ٢ ،  - الدالة تناقصیة 
 

 

 ٣+ س٣ – ٢ س– ٣س    ) =  س ( د) ٥
 

 ٠) = س ( وبوضع   دَ      ٣ –س ٢ – ٢س) = س ( دَ                  

 )  ٠) = ١+ س  ) ( ٣ –س 

 ١ -=      ،     س ٣=  س 

 الدالة تزایدیة  -  ، - ١    ٣ ،   

  ٣ ، ١ - وتناقصیة فى 

 
 

  

١ 
 ـــــــــ

٣ 
  

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  + + + + + + + 
٢ 

٠ 

   + + + + + +   + +  ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ 
 ٣ ١ــ 

٠ ٠ 



 

 ٧٨ 


 

   

 

 ) = س ( د) ٦

 
  

 

 ) = س(  دَ 
 

 صفر كل فترة على حده ) = س ( بوضع دَ

 ٠ = ٤ –س ٢            لة الثانیة ثابتة وموجبة والدا    ٢=  س 

 الدالة تناقصیة فى-  ، ٢  تزایدیة فى ،  ٢ ،   
 

  صفر حیث س +              س  ) =س ( د) ٧
 

 =  ــ         ١) = س ( دَ      

 ٠ = ٤ – ٢ سصفر   ) = س ( وبوضع دَ

) ٠) = ٢+ س  )( ٢ –س      ٢ -=        ،  س ٢=  س  

  ٠=      أى المقام ٠=  معرفة عند س غیر) س(دَ

  المقام كمیة مربعة أى موجب دائما لذلك نبحث اشارة البسط فقط

 الدالة تزایدیة فى  -  ، - ٢    ٢ ،   

 }٠{ -  ٢، ٢ -، تناقصیة فى 

} 
 ٢>        س ٨ س ــ ٢  

      ٢  س      س ٤ــ ٢     س

  

      ٢       س ٤ س ــ ٢      {

 ٢>                 س ٢  

٤ 
ــ  ـــــــ

 س
  

٤ 
 ــــــــــــــــ

 ٢س

 ٤ ــ ٢س
ـــــــ  ــــــــــــــ

 ٢س

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ 
٢ 

٠ 

    + + + + + + +

 ٠ ٢ــ  ٢
 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  + + + +   + + + +  

٠ ٠ 



 

 ٧٩ 


 

   

 : الواجب 
 ـ : عین فترات التزاید والتناقص لكل من الدوال الآتیة ) ١
  ٥ س ــ ١٢ ــ ٢ س٣ــ  ٣ س٢) = س( د ) أ
 

  ٠ حیث   س              + س ) = س( د ) ب
 

  ١ س ــ  ــ ٢) = س( د ) جـ

  ٢س ــ س٤ ــ ١) = س ( د ) د
  ٣ )٤+ س ) = ( س ( د ) ھـ 

 

 ) = س ( د ) و 
 

 

   تناقصیة عند ١٠+  س ٥ ــ ٢ س٣ ــ ٣س= اثبت أن الدالة  ص ) ٢
 ؟ )  ٥ ، ــ ٣( ند النقطة وتزایدیة ع)  ٣ ، ١( النقطة 

١ 
 ــــــ
 س

      ١       س ٢ + ٢      س {

 ١>       س ١+ س ٢  



 

 ٨٠ 


 

   

                     



  أ ، ب  إذا كانت الدالة معرفة على 

  إذا كانت أ ، ب    ١نقول أن لھا قیمة عظمى محلیة عند س) ١

  )١س ( ج س  حیث )   س ( د >  ) ١س ( د

  إذا كانت أ ، ب    ٢ سنقول أن لھا قیمة صغرى محلیة عند) ٢

  )٢س (  جس   حیث  )  س (  د < ) ٢س ( د



 فإن  أ ، ب   عند النقط الطرفیة 

  صغرى محلیة)          أ (  جس   )  س ( د   )  أ ( د) ١

  عظمى محلیة )      ب (  ج س )  س ( د  )   ب ( د) ٢



  قابلة للاشتقاق عند ، ب  أ معرفة على الفترة  إذا كانت الدالة د ال

 فإن ١وكان للدالة د قیمة عظمى أو صغرى محلیة عند س  ، ب  أ   ١س

  أى عندھا المماس یوازى محور السینات   صفر) = ١س ( دَ



 

 ٨١ 


 

   



 .ھذا الشرط غیر كافى ولذلك لابد من وجود نظریات أخرى 



 ة متصلة وقابلة للاشتقاق فإن إذا كانت الدال
   صغرى محلیة          عظمى محلیة                         

 
 

 ٠< ) س(     دَ  ٠> ) س ( دَ                    ٠> ) س (    دَ  ٠< ) س(دَ

  على الیسار٠< ) س (   دَ               على الیسار          ٠> ) س ( دَ

  على الیمین ٠>  )س (  دَ               ین           على الیم٠<  )س ( دَ



 الدالة یكون لھا قیمة
  صغرى محلیة إذا كانت       عظمى محلیة إذا كانت                 

  قابلة للاشتقاق فى                   قابلة للاشتقاق فى             

 ، ) س  (   فى ج                                ، ) س  ( فى ج

 ٠) = س  (  دَ                                   ٠) = س  ( دَ
 ٠> ) س  ( ،  دً                                 ٠< ) س  ( دً ،

 + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ  ــ ــ ــ ــ ــ  + + + +  



 

 ٨٢ 


 

   



 إن أمكن ) س ( ، دً) س ( نوجد دَ) ١
) س ( ذلك التى عندھا دَصفر ومنھا نوجد قیم س وك) = س ( نضع دَ) ٢

 غیر معرفة إن وجدت 
وھѧѧى تفضѧѧل فѧѧى الѧѧدوال ) ٢(كمѧѧا فѧѧى نظریѧѧة )  س ( َإمѧѧا نبحѧѧث إشѧѧارة د) أ

 ٠) = س ( ًعندھا د المعرفة بأكثر من قاعدة والكسریة وكثیرات الحدود التى

وھѧѧѧى تفضѧѧѧل فѧѧѧى الѧѧѧدوال ) ٣(حسѧѧѧب نظریѧѧѧة ) س ( أو نعѧѧѧوض فѧѧѧى دً) ب
 لثالثة كثیرات الحدود بعد الدرجة ا

لإیجاد قیم ص وھى مقدار ) س ( د= نعوض بقیم س فى الدالة ص ) ٣

 القیم العظمى والصغرى المحلیة 



  النقط الحرجة ھى النقط التى تحقق أحد الشرطین 
 غیر معرفة) س (   دَ    صفر       أو) = س ( دَ



 دوال الآتیة إن وجدت أوجد مواقع القیم العظمى والصغرى المحلیة لل
 ٥+ س  ٤ + ٢ س-)  = س ( د) ١

 



 

 ٨٣ 


 

   

 ٠ < ٢-) = س ( ً     ، د٤+  س٢ -) = س ( دَ                    

  ٠ = ٤+ س ٢ - صفر            ) = س ( بوضع دَ

   ٠< ) ٢ ( ً                د٢= س 

 قیمة عظمى محلیة٢=  عند س  
 

  ١٠+ س ١٥+  ٢س٩ – ٣س= ص ) ٢
 

             ١٨ –س ٦= ً، ص    ١٥+ س ١٨ -٢س٣= صَ                   

 ٣ ÷      ٠= ١٥+ س ١٨ -٢س ٣             صفر= َوبوضع ص 

٠ = ٥+ س ٦ – ٢ س        ) ٠) = ١ –س ) ( ٥ –س 

 ١=  س       ،٥=  س 

 ًوبالتعویض فى ص عن قیم س 

  ًى محلیةصغر      ٠> ١٢= ١٨  - ٥×  ٦) =  ٥ ( د  

  ًعظمى محلیة         ٠< ١٢ - = ١٨ – ٦) =  ١ ( د  

 ١،  ٥= وبالتعویض فى ص عن س 

 ١٥ - = ١٠+  ٧٥+  ٢٢٥ – ١٢٥= ص        ٥= س  عند 

 ١٧ = ١٠+  ١٥+  ٩ -١=  ص      ١= عند س 

   )عظمى محلیة) ١٧،   ١( صغرى محلیة   ، ) ١٥ -،  ٥ 

  

  



 

 ٨٤ 


 

   

 ١٥ -٢س٤ + ٣س٤ – ٤س= ص ) ٣
 

               ٨+ س ٢٤ – ٢س١٢= صً  ،  س٨ + ٢س١٢ -٣س٤= صَ                    
  ٠= َوبوضع ص 

٠ = س ٨ + ٢س١٢ – ٣س ٤       ٠) = ٢+  س٣ – ٢س(  س ٤ 

٠ )= ١ –س ) ( ٢ –س (  س ٤ 

 ١= س        ، ٢= س    صفر      ، =  س 

 ًوبالتعویض فى ص

  ًلیةصغرى مح   ٠ > ٨) =  ٠ ( د  

  عظمى محلیة ٠ < ٤ - = ٨ + ٢٤ -١٢) =  ١ ( دً   ، 

  صغرى محلیة   ٠ > ٨ = ٨ + ٤٨ - ٤٨ ) = ٢(  دً   ، 

 ثم بالتعویض فى ص فإن 

  ١٥ -) = ٢( د          ، ١٤ -) = ١(  د         ، ١٥ -) = ٠( د

 ) عظمى محلیة)  ١٤ -،  ١( صغرى محلیة   ،  ) ١٥ - ، ٠ 

    صغرى محلیة)١٥ - ، ٢( ، 
 

ثبت أن للدالة نقطة ا ف٣ + ٤)٢ –س ) = ( س ( إذا كانت د           

 ؟ ثم بین أن عندھا قیمة صغرى محلیة للدالة ٢= حرجة عند س 

  

 



 

 ٨٥ 


 

   

 الدالة متصلة وقابلة للاشتقاق لأنھا كثیرة حدود                      

َ٢)٢ –س ( ١٢) = س(  ً    ،     د٣)٢ –س ( ٤) = س (   د 

  ٠ = ٢ –س               ٠) = س ( وبوضع دَ

 وعندھا توجد نقطة حرجة  وبالتعویض فى ص٢=  س    ً 

٠) = ٢ ( ً  د       

 على یسار ویمین ) س ( ولذلك نبحث إشارة دَ. لا یصلح ھذا الاختبار

 ٢= س 
 صفر< ) س ( یكون دَ      ٢< عندما س 

   صفر>) س ( یكون دَ      ٢> عندما س 

  محلیةصغرى توجد قیمة ٢= عند س  
 

 ٢ + ٣)٣ –س ) = ( س ( د) ٥

 ) ٣ –س ( ٦) = س(  دً      ، ٢)٣ –س ( ٣)= س(  دَ                    

 ٣=   س           ٠) = س(  وبوضع دَ

  )س ( دً   فى ٣= وھذه ھى النقطة الحرجة وبالتعویض عن س 

  ً٠) =  ٣ ( د       

 ٣= على یسار ویمین س ) س ( دَ لح ھذا الاختبار ولذلك نبحث إشارة لا یص 

  

  



 

 ٨٦ 


 

   

  صفر> ) س ( یكون دَ        ٣< س  عندما 

 صفر> ) س ( یكون دَ        ٣>  س  عندما

 الإشارة لم تتغیر     فى ھذه الدالة محلیة لا توجد قیم عظمى أو صغرى   
 

 

 =  )س ( د) ٦

 

 

  ٠) =  س ( دً                                  ) =        س (    دَ 

      

  َعلى یمین ویسار ) س ( لا یصلح ھذا الاختبار ولذلك نبحث إشارة د  

 صفر = س 

 صفر > )  س ( دَ               ٠> عندما س 

 صفر <  )س ( دَ                ٠< عندما س 

   توجد قیمة صغرى محلیة   ٠= عند س    
 
 

 



 

 

} 
 ٠         س ٥+  س ٣  

      ٠<  س       س ٢ ــ ٥     

  

      ٠<        س ٢      ــ  {

 ٠>  س       ٣     



 

 ٨٧ 


 

   

              إذا علѧѧѧѧѧѧѧѧѧم أن المنحنѧѧѧѧѧѧѧѧѧى الѧѧѧѧѧѧѧѧѧذى   ، ب ، جѧѧѧѧѧѧѧѧѧـ ، د أوجѧѧѧѧѧѧѧѧѧد قѧѧѧѧѧѧѧѧѧیم أ) ٧
ولѧھ ) ٠، ٠( د  یمر بالنقطѧة + جـ س  + ٢ب س + ٣س أ= معادلتھ ص 

    اسوالممѧѧѧ)  ٤ (  دَ  قیمѧѧѧة صѧѧѧغرى محلیѧѧѧة  ،٢= نقطѧѧѧة حرجѧѧѧة عنѧѧѧد س 

 ٠ = ٧+   ص - س ٩  معادلتھ١=عند س 

 د + جـ س  + ٢ب س + ٣س أ= ص                    

 جـ +  ب س ٢ + ٢س أ ٣)= س ( دَ

 ) ٠،  ٠(المنحنى یمر بنقطة الأصل      

د            + ٠ + ٠ + ٠ = ٠    ٠= د 

  ٢= المنحنى لھ نقطة حرجة عند س      

  َغیر معرفة )  س ( دَ        أو         ٠=  )٢ ( د 

 ٠) = ٢ ( دَ                الدالة كثیرة حدود    

جـ       + ب  ٤+ أ  ١٢ = ٠ 

 ٠) =  ٤ ( دَ   صغرى محلیة              )   ٤ ( دَ     

جـ        +  ب ٨ +أ  ٤٨ = ٠ 

 ٠ = ٧+  ص –س  ٩         معادلة المماس ١= عند س 
 

٩=    =            س  م المما  
 

  

 ــ معامل س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 معامل ص



 

 ٨٨ 


 

   

 جـ            + ب ٢+ أ  ٣ = ٩ 

 ٠= جـ  + ب  ٤+ أ  ١٢  

 ٠= جـ + ب  ٨+ أ  ٤٨ 

 بالطرح        ٩= جـ + ب ٢+ أ  ٣ 

  ٩ -=  ب ٦+ أ  ٤٥             

      فإن٣بالقسمة على 
                 ٣ -= ب ٢+ أ  ١٥

 من  وبطرح    

  - ٦ - = أ  ٦              ١=   أ 

 ٩ -= ب ٢ + ٩            ٩ -= ب 

 ٠= جـ  + ٣٦ – ١٢          ٢٤= جـ 
 



 

 ٨٩ 


 

   

 : الواجب 
 أوجد نقط القیم العظمى والصغرى المحلیة لكل من الدوال الآتیة ) ١
  ٢ س١٨ ــ ٤س) = س( د ) أ
 

  ١ حیث  س +                  س ) = س( د ) ب
 

  ٢س١٨ ــ ٤س) = س ( د ) جـ 
 

 

 ) =    س ( د ) د
 

 
 

د  یمѧѧѧر + جѧѧѧـ س  + ٢ب س + ٣أ س= إذا كѧѧѧان منحنѧѧѧى الدالѧѧѧة   ص ) ٢

فأوجد أ ، ) ٢ ، ٢( ولھ نقطة حرجة عند ) ٦ ، ٠( ، ) ٠ ، ٣( بالنقطتین 
 ب ، جـ ، د     وبین نوع النقطة الحرجة ؟ 

 

تنѧѧاقص إن عѧѧین القѧѧیم العظمѧѧى والصѧѧغرى المحلیѧѧة وفتѧѧرات التزایѧѧد وال) ٣
 س ٩ ــ ٢س٣ ــ ٣س) = س ( وجدت للدالة الآتیة د 

 

أوجѧѧѧѧѧѧѧѧد مواقѧѧѧѧѧѧѧѧع القѧѧѧѧѧѧѧѧیم العظمѧѧѧѧѧѧѧѧى والصѧѧѧѧѧѧѧѧغرى المحلیѧѧѧѧѧѧѧѧة للدالѧѧѧѧѧѧѧѧة                        ) ٤
  ؟ ٢س٣ ــ ٣س٢) = س( د

 

 ثѧم ١+ س ٩ + ٢س٦ ــ ٣س) = س ( إدرس تزاید وتناقص الدالة د ) ٥
 عین القیم العظمى والصغرى المحلیة لھا ؟ 

٤ 
 ـــــــــــــ

 ١س ــ 

} 
 ٠        س ٢ــ س س ٢  

     ٠ ≤       س ٢س+ س ٢     



 

 ٩٠ 


 

   

                         

 ھى أكبر قیمة من قیم الدالة ، ب  أ القیمة العظمى المطلقة للدالة على 

 . على ھذه الفترة 

 ھى أصغر قیمة من قیم ، ب  أ القیمة الصغرى المطلقة للدالة على 

   أ ، ب  الدالة على الفترة 



 )  س ( نوجد دَ) ١

 ، ب  أ   أو الغیر معرفة ٠) = س ( نوجد قیم س التى عندھا دَ) ٢

 عند ھذه النقط ) س(نوجد قیم د) ٣
 قیم الدالة عند الطرفین )  ب ( د  ،  )     أ (د نوجد ) ٤
 قة أكبر ھذه القیم ھى عظمى مطلقة وأصغر ھذه القیم ھى صغرى مطل) ٥



 عین القیم العظمى والصغرى المطلقة للدوال الآتیة فى الفترة المحددة لھا 

  ٥، ١ -      فى ١+ س ١٢ -٢س٣ – ٣س٢) = س( د) ١
 

  ٦بالقسمة على   ١٢ –س ٦ – ٢س٦) = س ( دَ                  

  ٠ = ٢ – س  – ٢س      )  ٠) = ١+ س  )( ٢ –س 

  



 

 ٩١ 


 

   

 ١ -= س        ،   ٢=   س   -٥،  ١  

 ٥،   ١-  ،  ٢ = س   عن ) س ( د  بالتعویض فى 

 صغرى مطلقة      ١٩ -= ١ + ٢٤ -١٢ -١٦) = ٢ ( د

 ٨= ١+ ١٢ + ٣ -٢ -) = ١ -( د

 عظمى مطلقة  ١١٦= ١ + ٦٠ – ٧٥ – ٢٥٠) =  ٥ ( د
 

 

   ٣، ١ -فى      +            س = ص ) ٢
 
 
 

               =   – ١) = س ( دَ                

  ٠) = س ( وبوضع دَ

     ٠= ١ – ٤+ س  ٤ + ٢س      ٠ = ٣+ س  ٤ + ٢س 

 ) ٠) = ١+ س (  )٣+ س 

  ٣ -= س   - ٣، ١  ،      ١ -= س  - ٣ ، ١  

  ٠ = ٢)٢+ س (  غیر معرفة عند ) س ( ، دَ

  ٢ -= س    - ٣، ١          ٣(   د ،)    ١ -( د  نوجد(  

  صغرى مطلقة     ٠ = ١+ ١ -=  +          ١ -) = ١ -(  د  
 

  عظمى مطلقة=               +      ٣ ) =  ٣ ( د

١ 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٢+ س 

  ١ 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٢ )٢+ س ( 

 ١ ــ ٢ )٢+ س ( 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 ٢ )٢+ س ( 

١ 
ــ ـــــــ  ــــــــــــــ

 ٢ + ١ــ 

١ 
 ـــــــــــــ

٥ 

١٦ 
 ـــــــــــــ

٥ 



 

 ٩٢ 


 

   

 

   ] ٣ ، ٣ ــ [                                         فى ) =  س ( د
 

 

                  
 

 ) = س (   دَ 
 

  

  ٣ ، ٣ -  ٠= معرفة عند س غیر ) س ( دَ

  ٠= س ٦ + ٢س ٣        ٠< عندما س      ٠) = س ( وبوضع دَ

٠ ) = ٢+ س ( س  ٣       ٢ -=   ،   س ٠= س  - ٣ ، ٣  

 ٠ = ٢ –س ٢         ٠> وعندما س 

 ١=  س   - ٣ ، ٣   

    ٣(  د ، )  ٣ -(  د ، ) ١(  د ، )  ٢ -(  ،  د)   ٠( د  نوجد( 

 ١ - = ٢ -١) = ١(            د٠) = ٠( د

  ٤= ١٢ + ٨ -=  )٢ -(         د٣ = ٦ – ٩) = ٣ ( د

   صغرى مطلقة١ -) = ١ ( د          ٠ = ٢٧ + ٢٧ -=  )٣ -(  د

  عظمى مطلقة٤) = ٢ -(  ، د
 

} 
 ٠> س       س ٢ ــ ٢   س

    ٠       س ٢ س٣+ ٣     س

  

 ٠>          س ٢ س ــ ٢   {

    ٠< س      س ٦+ ٢س٣     



 

 ٩٣ 


 

   

                



ء من المنحنى أنھ محدب لأعلى إذا كان یقع  یقال لجز
أعلى جمیع الأوتار التى تصل بین أى نقطتین من 

 نقط ھذا الجزء أو أسفل المماسات 
 



ویقال أنھ محدب لأسفل إذا كان المنحنى یقع أسفل 
 الأوتار أو أعلى المماسات 

 

 



  لأعلىًمنحنى یكون محدبا فى منطقة ما فإن الصفر< ) س ( دًإذا كانت 
   لأسفلً فى منطقة ما فإن المنحنى یكون محدباصفر> ) س ( دًوإذا كانت 



ھى النقط التى تفصل بین فترات التحدب 
لأعلى ولأسفل أو ھى النقط التى عندھا 

 المنحنى یغیر من شكل تحدبھ 
 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ   + + + + + +  +

 لأسفل
 لأعلى



 

 ٩٤ 


 

   

  ـ:لتحدید فترات التحدب ونقط الانقلاب نتبع الآتى 
 ) س ( دً ، )  س ( نوجد دَ )١
 صفر   ومنھا نوجد قیم س ) = س ( نضع دً) ٢
 حول ھذه النقط ومنھا نحدد نقط الانقلاب إن وجدت )  س ( ًنبحث إشارة د) ٣

 نعوض فى الدالة لإیجاد ص ونحدد النقط ) ٤
 



 إن وجدت عین فترات التحدب لأعلى وفترات التحدب لأسفل ونقط الانقلاب
 ـ :للمنحنیات الآتیة 

  ٢س  - س٣ + ٧) = س ( د) ١
 

 ثابتة    ٢ -) = س ( ًس    ، د٢ – ٣) = س ( دَ                    
 

 المنحنى محدبا لأعلى فى ح ً 

 
 

  ٤)٣ –س )= ( س ( د)  ٢
 

  ٢)٣ –س ( ١٢) = س ( ً    ، د٣ )٣ –س ( ٤)= س ( دَ                  

  ٣=  س         ٠ = ٢ )٣ –س (      ٠) = س(  ًبوضع  د

  

  

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ   



 

 ٩٥ 


 

   

ًالمنحنى محدبا لأسفل فى ح ولا توجد 

 لان المنحنى ٣= نقطة انقلاب عند س 

 لم یغیر من شكل تحدبھ 
 

 

 

 ٧ –س ٢٤ + ٢س٩ – ٣س) = س ( د) ٣
 

          ١٨ –س ٦) = س ( دً  ، ٢٤+ س ١٨ – ٢س٣ ) =س ( دَ                 

 ٣= س          ٠ = ١٨ –س  ٦     ٠) = س ( ًوبوضع د

 ًالمنحنى محدبا لأعلى-  ، ٣  ولأسفل   ٣ ،   

المنحنى غیر من شكل تحدبھ عند      

      نقطة انقلاب ٣= س      ٣= س 

 ١١ = ٧ -٧٢+  ٨١ – ٢٧=  ص     

   )نقطة انقلاب)  ١١، ٣ 
 

 ٢ س٦ – ٤س= ص ) ٤

 

 ١٢ – ٢س١٢= ًس      ،  ص ١٢ – ٣س٤= صَ                    

 ٠= ١٢ – ٢س ١٢           ٠=ًبوضع ص 

 ١ =  ٢س          ١ -= س        ، ١= س 

  

  

   + + + + + +   + + + + + +

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ    + + + + + +   



 

 ٩٦ 


 

   

   ١، ١ - -ًالمنحنى محدبا لأسفل فى ح 

 ١ -المنحنى محدب لأعلى فى   

 ،١    

 

 
 

 ٥ - = ٦ – ١= ص              ١ -= عند س 

 ٥ - = ٦ – ١= ص               ١= عند س 

   )- نقط انقلاب)  ٥ -، ١( ، )    ٥ -، ١ 
 

   عین ٤ –س ٢٤ + ٢س٩ – ٣س) = س ( فى الدالة د) ٥
 القیم العظمى والصغرى المحلیة ) أ

 فترات التحدب ونقط الانقلاب إن وجدت ) ب

   ٥، ١ -القیم العظمى والصغرى المطلقة فى ) جـ
  

  ٤ –س ٢٤ + ٢س ٩ – ٣س) = س(  د                      

َ١٨ –س ٦) = س ( دً  ،    ٢٤ +س ١٨ – ٢س ٣) = س (  د  

 ٠) = س (  دَ  لتعیین القیم العظمى والصغرى المحلیة نضع) أ

  

 + + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ    + + + + +  
 ١ــ ١



 

 ٩٧ 


 

   

٠ = ٢٤+ س ١٨ – ٢س٣      ٠ = ٨+ س ٦ – ٢س  

 )  ٠ )= ٤ –س ) ( ٢ –س          ٤=      ،   س ٢= س  

  ٤ ، ٢ تناقصیة فى ،       ٤ ، ٢ -تزایدیة فى ح 

 ١٦ = ٤ – ٤٨ + ٣٦ – ٨) = ٢(  د
 

 )عظمى محلیة ) ١٦ ، ٢ 

 ١٢ = ٤ – ٩٦+ ١٤٤ -٦٤) = ٤( د

 )صغرى محلیة)  ١٢ ، ٤ 

 ٠) = س ( دً نضع    ـ :فترات التحدب والانقلاب ) ب

 ٠ = ١٨ –س ٦         ٣=   س 

     ،  ٣ ،  - ًمحدبا لأعلى فى 

    ، ٣ لأسفل فى  

 ١٤ = ٤ – ٧٢ + ٨١ – ٢٧) = ٣ ( د

 نقطة انقلاب)  ١٤ ، ٣( 
 ٠) = س ( دَ  بوضع    ـ :القیم العظمى والصغرى المطلقة ) جـ

 ٤=     ،    س ٢=   س    - ٥ ، ١  

 ) ٥(  د   ،)   ١ - ( د  ، )   ٤(  ، د ) ٢ ( فنوجد د

  صغرى مطلقة  ٣٨ -=  )١ -(  د،  ١٢) =  ٤ (  د    ،١٦) = ٢ ( د  

 + + + + +   ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ+ + + + +  
٢ ٤ 

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ    + + + + + +   
٣ 



 

 ٩٨ 


 

   

 عظمى مطلقة      ١٦) =  ٥ ( د
 

 

 

 ـ :نتبع الآتى ) س( د = لرسم المنحنى ص 
 )  س ( دً   ،)  س ( دَ نوجد ) ١
  ومنھا نحدد نقط القیم العظمى والصغرى المحلیة ٠)= س ( نضع دَ) ٢

 ومناطق التزاید والتناقص إن وجدت 
  ومنھا نحدد نوع التحدب ونقط الانقلاب إن وجدت ٠=  )س ( ًنضع د) ٣
  ٠= نعین بعض النقط الأضافیة التى تساعد فى الرسم مثل بوضع ص ) ٤

 رى وتفضل حول القیم العظمى والصغرى المحلیة خ   أو أى قیم أ٠= أو س 

 نضع ھذه القیم فى جدول ثم نرسم المحاور والدالة ) ٥

 
 

 ٢+س  ٩ +٢س٦ – ٣س) = س ( نحنى الدالة دارسم م               
 
 

 ١٢  -س ٦)= س ( دً  ،    ٩+ س ١٢ – ٢ س٣) = س ( دَ               

  ٠) = س (  دَ  القیم العظمى والصغرى المحلیة     بوضع) ١

 ٣بالقسمة على         ٠ = ٩+ س ١٢ – ٢س٣ 

 ٠ = ٣+ س ٤ – ٢س       ) ٠)= ١ –س )( ٣ –س 

 
  

 + + + + ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ + + + +  
١ ٣ 



 

 ٩٩ 


 

   

   ١=   ،  س ٣=   س 
 

  صغرى محلیة )  ٢ ، ٣(        ٢ = ٢ + ٢٧+  ٥٤ – ٢٧=  )٣ ( د

  عظمى محلیة)  ٦، ١ (      ٦ = ٢ + ٩ + ٦ – ١) =  ١ ( د

  ٠=  )س ( دً    التحدب والانقلاب        بوضع ) ٢

  ٠ = ١٢ –س ٦              ٢=  س  

     ٤ = ٢ + ١٨  +٢٤ – ٨) = ٢ ( د

  )نقطة انقلاب)  ٤ ، ٢  

 نقط اضافیة ) ٣

  )٢ ، ٠(    ٢= ص  صفر   = عند س 

  )٦ ، ٤(     ٦= ص        ٤= عند س 

 

 

 

 

 

 

 

 ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ    + + + + + +   
٢ 

  ٠خطط يومك كل صباح بكتابة الأشياء التى يجب أن تعملها 
  ٠خطط أوقات الراحة وحاول أن تجعلها تتفق مع أوقات الصلاة 
 ٠ظ القرآن الكريم  استفد من وقت الفراغ بالقراءة أو بحف 
   ٠وفر كل المواد و التلخيصات اللازمة قبل أن تبدأ المذاكرة 



 

 ١٠٠ 


 

   

 

 : الواجب 
 ـ : احسب القیم العظمى والصغرى المطلقة فى كل مما یأتى ) ١

  ] ٥ ، ٣ ــ [      على الفترة   ٨+  س ١٢ ــ ٣س) = س( د ) أ
 

  ] ٢ ، ١ ــ [ س     على الفترة ٢ ــ ٢      س ــ٣س) = س( د ) ب
 

 

  س ١٢٠ + ٢ س٢٧ ــ ٣ س٢=  ص ٢ادرس تحدب المنحنى   ) ٢

 وبین نقط القیم العظمى والصغرى المحلیة ونقط الإنقلاب ؟ 
 أوجد قیم أ ، ب ، جـ  بحیث یحقق المنحنى ) ٣

 جـ س      الشروط الآتیة + ٢ب س + ٣أ س= ص 
 

 =       انقلاب عند  س للمنحنى نقطة) أ
 

  ١ــ = للمنحنى مماس أفقى عند س ) ب
 ) ١٣ ، ١( یمر المنحنى بالنقطة ) جـ
 عین قیم أ ، ب ، جـ ، د   بحیث یكون للمنحنى ) ٤

، نقطة ) ٣ ، ١( د   مماس أفقى عند + جـ س  + ٢ب س + ٣أ س= ص 
 )١ ، ٢( انقلاب عند  

  مع تفصیل خطوات الحل ارسم منحنى كل من الدوال التالیة)  ٥

١ 
 ـــــ
٢ 

١ 
 ـــــ
٢ 



 

 ١٠١ 


 

   

  ٢)١ ــ ٢س) = ( س( د )        ب٤ + ٢ س٣ ــ ٣س) = س( د ) أ
 



 

 ١٠٢ 


 

   

           

 ربح – حجم –مساحة ( الھدف ھو إیجاد أكبر أو أصغر قیمة لشئ معین 
 ـ :لذلك نتبع الآتى )  مجموع – طول –
 المراد ایجاد أكبر أو أصغر قیمة لھ ومتغیرات نوجد علاقة بین المتغیر) ١

 المسألة 
 نجعل ھذه العلاقة بین المتغیر ومتغیر واحد من متغیرات المسألة ) ٢

  متغیر المسألة نحدد مجال ھذا المتغیر فنحصل على الفترة التى ) ٣

 نوجد مشتقة ھذا المتغیر بالنسبة لمتغیر المسألة ) ٤
 ومنھا نوجد النقط الحرجة والتى تنتمى صفر = نضع ھذه المشتقة ) ٥

 إلى الفترة المحددة 
نوجد قیمة ھذا المتغیر عند ھذه القیم وعند الأطراف ومنھا نحدد أكبر ) ٦

 أو أصغر القیم 




سѧѧم یѧѧراد تقسѧѧیمھ إلѧѧى جѧѧزأین بحیѧѧث یكѧѧون ١٥سѧѧلك طولѧѧھ               
فمѧا طѧول كѧل . خر أقل مایمكن مجموع مربع الأول وأربعة أمثال مكعب الأ

 جزء ؟ 
 

 



 

 ١٠٣ 


 

   

 

 ،  س– ١٥ ، الأخر س   نفرض أن السلك انقسم إلى جزأین أحدھما 

  م= المجموع نفرض أن 

 س      حیث ٢)س  – ١٥ + ( ٣س ٤=  م ١٥ ، ٠  
 

 =       ١ -× ) س  -١٥( ٢ + ٢س١٢ 

  ٣٠ س ــ ٢ + ٢ س١٢= )  س – ١٥( ٢ – ٢س١٢          = 
 

  ٠ = ٣٠ س ــ ٢+  ٢س١٢   صفر = بوضع         و
 

٠ = ١٥ –س  + ٢س٦         )٠) = ٥+ س ٣ ) ( ٣ –س ٢ 
 

 مرفوض =            ،  س =                  س 
 

   سم١٣٫٥سم  ، ١٫٥  الأجزاء طولھا  
 

 

    بحیѧѧѧث تكѧѧѧون١+ س  ٢ = ٢أوجѧѧѧد نقطѧѧѧة علѧѧѧى المنحنѧѧѧى ص           

  ؟أقل ما یمكن) ٠،  ٣( المسافة بینھما وبین النقطة 
 

 ف= والبعد بینھما ) س ، ص ( نفرض أن احداثیا النقطة ھى              
  

  ٢ )١ ــ ص٢ص + ( ٢ )١ ــ س٢س   ( = ف 

 

 

  

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء س

 ء م
 ـــــــــــــ

 ء س

٣ 
ـــــــــــــ  

٢ 

 ٥ــ 
 ـــــــــــــ

٣ 

 

  

 )س ، ص ( أ 

  )٠ ، ٣( ب 

 ف



 

 ١٠٤ 


 

   

 

   ٢ )٠ –ص + (  ٢ )٣ –س  = ( ٢ف  

     وبالتعویض عن ص      ٢ص+ ٩+ س ٦ – ٢س = ٢ف  

 بالتفاضل       ١٠+ س  ٤ – ٢س = ٢ف 
 

صفر       =               وبوضع ٤ –س ٢    =    ف  ٢ 
 

٠ = ٤ –س  ٢                ٢= س  

٥= ١+  ٤ = ٢ ص                 ص  =   ٥    

  ٥ ــ ،    ٢(   ،  )      ٥ ،    ٢ (النقط ھى  ( 
 

 

   أوجѧѧد . لیكѧѧون أضѧѧلاع مسѧѧتطیل   ثنѧѧى .سѧѧم ٢٠٠سѧѧلك طولѧѧھ              
 ؟أبعاد المستطیل لكى تكون مساحتھ أكبر مایمكن 

 

 س = ص ، العرض = نفرض أن الطول                  

 س ص  = م               م = والمساحة 

 سم  ٢٠٠= طول السلك = محیط المستطیل 

  ص+ س  ( ٢= محیط المستطیل ( 
 

٢٠٠= ص ٢+ س ٢                    ١٠٠= ص + س 

  م وبالتعویض فى              س– ١٠٠= ص  

 ء ف
 ـــــــــــــ

 ء س

 ء ف
 ـــــــــــــ

 ء س

 

  

 ص

 س



 

 ١٠٥ 


 

   

 وبالتفاضل  ٢س  –س ١٠٠) = س  -١٠٠( س =  م   
 

       =صفر       = س                 وبوضع  ٢ -١٠٠ 
 

 ٠= س ٢ – ١٠٠                 س  ٢ = ١٠٠ 

   ٥٠= ص      ، ٥٠= س 

 سم ٥٠سم ،  ٥٠=  بعدى المستطیل 

 ٢سم ٢٥٠٠ = ٥٠×  ٥٠=  أكبر مساحة 
 

              

 

  جنیھا فإذا ٥٠إذا كانت تكالیف الوحدة من إنتاج مصنع ما ھى            
 

 بسعر س جنیھا فإن عدد بیعت الوحدة 
أوجد ثمن الوحدة +             )س  -١٠٠ ( ٩= الوحدات المباعة 

 ؟للحصول على أكبر ربح ممكن 
 

 س =  جنیھا ، ثمن البیع ٥٠= التكالیف                        

  ٥٠ –س  = الربح فى الوحدة  

 عدد الوحدات المباعة×  ربح الوحدة = الربح الكلى 
  

 ــ س ١٠٠ ( ٩ [) ٥٠ –س = (  ر             + ([  
 

 ٣٠٠) + س  -١٠٠( )٥٠ –س ( ٩=  ر 

 ء م
 ـــــــــــــ

 ء س

 ء م
ــ  ـــــــــــ

 ء س

 

٣٠٠ 
 ــــــــــــــــــــــــ

 ٥٠س ــ 

  

٣٠٠ 
 ــــــــــــــــــــــــ

 ٥٠س ــ 



 

 ١٠٦ 


 

   

  ٣٠٠+س  ٤٥٠+  ٤٥٠٠٠ – ٢س٩ –س  ٩٠٠= ر 

 وبالتفاضل    ٤٤٧٠٠ – ٢س٩ –س ١٣٥٠=  ر 
 

 =       صفر=  س           وبوضع       ١٨ ــ ١٣٥٠ 
  

س ١٨ = ١٣٥٠           ًاجنیھ ٧٥= س 
 

 

سѧѧم قسѧѧمت إلѧѧى جѧѧزأین ثѧѧم ثنѧѧى ١٠٠قطعѧѧة مѧѧن السѧѧلك طولھѧѧا             
 كѧѧل أوجѧѧد طѧѧول. الجѧزء الأول علѧѧى شѧѧكل مربѧѧع والثѧѧانى علѧى شѧѧكل دائѧѧرة 

 جزء بحیث یكون مجموع مساحتى سطحى الشكلین أقل ما یمكن ؟ 

 

 نق = ل ، نصف قطر الدائرة = نفرض أن طول ضلع المربع 

 ٢ط نق + ٢ل=  م  

  ١٠٠= محیط الدائرة + محیط المربع       

١٠٠=  ط نق ٢+ ل  ٤           ٥٠= ط نق + ل  ٢  
 

  ل =  ،                             ٢ط نق + ٢= (              ) م      
 
 

   ٢ط نق + ٢) ــ       نق ٢٥( = م  
 

 بالتفاضل   ٢ط نق + ٢ نق    +  ط نق  ٢٥ – ٦٢٥=  م 

 ء ر
 ــــــــــــ

 ء س

 ء ر
 ــــــــــــ

 ء س

 

  

  ــ ط نق٥٠
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

٢ 

 نق ــ ط ٥٠
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

٢ 
 ط

ــ  ـــــــ

٢ 

 ٢ط

 ـــــــــ
٤ 



 

 ١٠٧ 


 

   

 

  =        صفر=  ط نق   وبوضع       ٢+  نق ٢ط+       ط ٢٥ــ 
 

 نق  ٢+ نق      +  ٢٥ -=   صفر     ٢٥=  نق ٢+       نق 
 

 ٢٥) = ٢ +  (    نق  
 

   ل       ، =                نق= 
 

 

إذا كانѧѧت تكѧѧالیف اسѧѧتھلاك الوقѧѧود لقѧѧاطرة تتناسѧѧب مѧѧع مربѧѧع            
 جنیھ فѧى السѧاعة عنѧدما تكѧون السѧرعة ٢٥سرعتھا وكانت ھذه التكالیف 

 ساعة كما أن ھنѧاك تكلفѧة أضѧافیة تقѧدر بمائѧة جنیѧھ فѧى السѧاعة/ كم  ٢٥

أوجد سرعة القاطرة لتكون تكلفة الكیلو متѧر . بصرف النظر عن سرعتھا 
 ؟الواحد أقل ما یمكن 

 

 ع = السرعة    ت      ، = نفرض أن التكالیف                   

  ٢أ ع=   ت            ٢ع     ت                              
 

 =           أ           ٢٥=    عندما  ع ٢٥= ت       
            
 ١٠٠+  =       ت فى الساعة                      ،          =  ت 

 

 كم فى الساعة  ع = السیارة تقطع مسافة      
 

 ء م
 ــــــــــــ

 ء نق

١ 

 ـــــــــ

٢ 

 ء م
ــــــــــــ  

 ء نق

 ط

 ـــــــــ

٢ 

 ط

 ـــــــــ

٢ 
 ط

 ـــــــــ

٢ 

٥٠ 

ــــ  ــــــــــــــ

 ٤+ ط 

١٠٠ 

ــــ  ــــــــــــــ

 ٤+ ط 

 

  

١ 

 ــــــــــــــ

٢٥ 
 ٢ع

 ــــــــــــــ

٢٥ 

 ٢ع

 ــــــــــــــ

٢٥ 



 

 ١٠٨ 


 

   

 ت للكیلو الواحد  = =              
 

  وبالتفاضل  +              =      ت للكیلو الواحد  
 

             =        -                                   صفر=             وبوضع 
 

 

                =       ،    صفر٢٥٠٠ =  ٢ ع    ساعة/  كم ٥٠=  ع  
 

 

 

   ٢سѧѧم ٤٦٢إنѧѧاء أسѧѧطواني الشѧѧكل بѧѧدون غطѧѧاء مسѧѧاحتھ الكلیѧѧة             
 ؟أوجد نصف قطر قاعدتھ عندما تكون السعة نھایة عظمى 

 

 نق ، = نفرض أن نصف قطر الأسطوانة                
 م =  مساحتھ السطحیة   ع    ،= ارتفاعھا 

  ط نق ع ٢ + ٢ط نق= م 

 ط نق ع ٢ + ٢ط نق = ٤٦٢

  ح= ونفرض أن الحجم                       ،    = ع  
 

  ٢ط نق =  ع ٢ط نق= ح(                 )  
       

 وبالتفاضل   –نق ٢٣١= ح  
 

 =        صفر=        وبوضع        ٢ ــ        ط نق٢٣١ 

 ت الكلیة

 ــــــــــــــــــــــــــــ

 المسافة

 ت الكلیة

ـــ  ـــــــــــــــــــــــــ

 ع

 ع

 ــــــــــــــ

٢٥ 

١٠٠ 

 ــــــــــــــ

 ع

 ء ت

ــ  ــــــــــــ

 ء ع

١ 

 ــــــــــ

٢٥ 

١٠٠ 

 ــــــــــــــ

 ٢ع

 ء ت

 ــــــــــــــ

 ء ع

 ٢٥٠٠ ــ ٢ع
ــــــــــــــــــــــــــــــ  

 ٢ ع٢٥

 

  

 ٢ ــ ط نق٤٦٢

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ط نق٢

 ٢ ــ ط نق٤٦٢

ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

  ط نق٢
 ٣ط  نق

ــــ  ــــــــــــــ

٢  

 ء ح

 ــــــــــــــ

 ء نق 

٣ 

 ـــــــــــ

٢  

 ء ح

 ــــــــــــــ

 ء نق 



 

 ١٠٩ 


 

   

 

٢٣١ = ٢       ط نق               ×      ٢٣١ = ٢نق 
 

 سم ٤٩ = ٢نق             سم٧=  نق  

 
 

 أوجѧد العѧددین إذا كѧان ١٦= عددان غیر سѧالبین مجموعھمѧا              
   ؟مایمكنمجموع مربعیھما أصغر 

 

 س   -١٦،  س   نفرض أن العددین ھما                  

  ٢) س -١٦ + ( ٢س = ص      ص = ومجموع مربعیھما   

  ٢س+ س  ٣٢ – ٢٥٦ + ٢س= ص  

  س     ،   ٢٥٦+ س  ٣٢ – ٢س٢= ص ١٦ ، ٠  

  َصفر= َوبوضع ص                   ٣٢ –س  ٤= ص 

 ٠ = ٣٢ –س  ٤             ٣٢= س  ٤         ٨= س  

 ٢٥٦) = ١٦(  د      ،    ١٢٨) = ٨(   د        ، ٢٥٦) = ٠( د 

  ٨=  ونحصل علیھ عندما س ١٢٨= أصغر قیمة لمجموع المربعین   

 ٨ ، ٨أى عندما یكون العددان ھما 
 

٣ 

 ـــــــــــ

٢  

٣ 

ــ  ـــــــــ

٢  

٢٢ 

ــ  ـــــــــ

٧  

 

  



 

 ١١٠ 


 

   

 :الواجب 

 بحیث یكون حاصل ضربھما أكبر ١٢أوجد عددین موجبین مجموعھما ) ١
 یمكن ؟ما 

  
أوجѧѧد .  سѧѧم ١٢٠قطعѧѧة أرض مسѧѧتطیلة الشѧѧكل محاطѧѧة بسѧѧور طولѧѧھ ) ٢

 بعدیھا إذا كان مساحة سطحھا أكبر ما یمكن ؟ 
 

قطعѧت .  سѧم ١٦ سѧم ، ١٠صفیحة معدنیѧة علѧى شѧكل مسѧتطیل بعѧداه ) ٣
 مربعѧات متسѧاویة ثѧم ثنیѧت الأجѧزاء البѧارزة لتكѧون ٤من أركانھѧا الأربعѧة 

أوجѧѧد طѧѧول ضѧѧلع . مسѧѧتطیلات بѧѧدون غطѧѧاء ًصѧѧندوقا علѧѧى شѧѧكل متѧѧوازى 
 المربع المقطوع لیكون حجم الصندوق أكبر ما یمكن ؟ 

 

أوجѧѧد أكبѧѧѧر حجѧѧم لأسѧѧѧطوانة دائریѧѧة قائمѧѧѧة إذا كانѧѧت المسѧѧѧاحة الكلیѧѧѧة ) ٤
  ؟ ٢ ط  سم٢٤لسطحھا تساوى 

 

أوجѧѧد طѧѧول .  سѧѧم ٣٠قطعѧѧة معدنیѧѧة علѧѧى شѧѧكل قطѧѧاع دائѧѧرى محیطѧѧھ ) ٥

 مساحتھ أكبر ما یمكن ؟ نصف قطر دائرتھ الذى یجعل 
 

 

 نافذة على ھیئة مستطیل یعلوه مثلث متساوى الساقین تنطبق قاعدتھ على أحد) ٦
 

 سѧم  ١٢٠ُ بعدى المستطیل فإذا كان ارتفاع المثلث      طول قاعدتھ ومحیط النافذة 
 فأوجد بعدى المستطیل التى تجعل مساحة النافذة  أكبر ما یمكن ؟ 

 ٣ ــ
٨ 



 

 ١١١ 


 

   



 لتكامل عملیة عكسیة للتفاضل    ا
 ) س ( دَ )                  س ( د = أى أن      ص 

 

  ، ث یسمى ثابت التكامل ١ ــ ث   حیث  ن =              +  د س ن س∫
 

 ث =       +  د س ٥ س∫ـ  :مثال 

 ـ : أوجد قیمة التكاملات الآتیة   

  ث+  س ٧=  د س ٧ ∫) ١
 ث + ٧ــ  س٢ــ = ث =            +  ء س ٨ــ  س١٤ ∫) ٢
 

 ث+       ع =  ع  ء ع ∫=   ءع ٢ع ٣ ∫) ٣
 



 ء س) س (  ر ∫ ء س ) س (  د ∫= ء س ) س (  ر ) س (  د ∫



 ل إلى مجموع وفرق دوال لا یوجد وإنما تحو

 ١+ ن س

 ــــــــــــــــــــــــــــ

  ١+ ن 

 ٦س

ــ  ـــــــــــ

٦ 

 ٧ــ  س١٤

 ـــــــــــــــــــــــــ
 ٧ــ 

٣ 

ــ  ـــــــــ

٥ 

 ـــــــ ٢
٣  

 ـــــــ ٥
٣  



 

 ١١٢ 


 

   



 ـ : أوجد قیمة التكاملات الآتیة 
 ء س  ) ١ س ــ ٢ + ٢ س٣ ــ ٣ س٤ ( ∫) ١
 
 ث+  ــ س ٢س + ٣ ــ س٤س = ء س ) ١ س ــ ٢ + ٢ س٣ ــ ٣ س٤ ( ∫
 

 ء س  ) ١ + ٢ــ  ــ س٣ــ  س٢ + ٥ــ  س٤ ( ∫) ٢ 

  ث+ س +  ١ــ س + ٢ــ  ــ س٤ــ ــ س       = 
 
 

 

 ء س)  س ٣+ س +  س ٣ ( ∫= ء س +        ) س +   س ٣ ∫) ٣
  
 

 ث+ س   +      ٢س+       س ٢      = 
 

 ء س ) ٣ س ــ ٤ + ٢ س٧ ( ∫= ء س  ) ١+ س  ) ( ٣ س ــ ٧ ( ∫) ٤
  

 ث+  س ٣ ــ ٢ س٢ + ٣س  =      
 

 ء س ) ٣+  س ٥ ــ ٢س ) ( ٥ س ــ ٢ ( ∫) ٥
 ء س ) ١٥ س ــ ٢٥ + ٢ س٥ س ــ ٦ + ٢ س١٠ ــ ٣ س٢ ( ∫ =     

  

٣ 

 ــــــــــــــــ

 س

٧ 

ــ  ـــــــــ
٣ 

 ـــــــ ١
٢  

 ـــــــ ١ــ 
٢  

 ـــــــ ٣
٢  

١ 

 ــــــــــ

٢ 

٣ 

 ــــــــــ

٢ 

 ـــــــ ١
٢  



 

 ١١٣ 


 

   

 ء س  ) ١٥ س ــ ٣١ + ٢ س١٥ ــ ٣ س٢ ( ∫     = 
 

  ث+  س ١٥ ــ ٢س +       ٣ س٥ ــ ٤س     =       
 

  

 ء س    ∫) ٦
 

                         ء س ∫=                           ء س ∫  = 
 

 ث+  س ٩ + ٣ س٢ ــ ٥س=      ء س  ) ٩ + ٢ س٦ ــ ٤س ( ∫  = 
 

 

  ء س        بالتحلیل ٢            )  ( ٢ س∫) ٧
 

  ء س ٢ (                               )٢ س∫  = 
 

 

 ث + ٣س +     ٤ ــ     س٥س=     ء س  ) ١+  س ٢ ــ ٢س ( ٢ س∫  = 
 

 
 

 

 تحلیل القوس                     ء س           ب∫) ٨
 

 ء س ) س ــ س  ( ∫=                                    ء س ∫  = 
 
  

 ث +  ــ      س ٢ س   =  

١ 

ــ  ـــــــــ

٢ 

٣١ 

 ـــــــــــ

٢ 

 ٢) س ١٥ ــ ٣ س٥( 

ــــ ـــــــــــ ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 ٢ س٢٥

 ٢ ] ) ٣ ــ ٢س(  س ٥  [

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٢ س٢٥

 ٢ )٣ ــ ٢س ( ٢ س٢٥
ـــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــ  

 ٢ س٢٥

١ 

ــ  ـــــــــ

٥ 

  ١ ــ ٣س
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ١+ س  + ٢س
  )١+ س  + ٢س ) ( ١س ــ ( 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ١ ١+ س  + ٢س

 ــــــــ

٥ 

١ 

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

٣ 

  )١س ــ (     س  

ــ ــــ ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 ١+    س   

  )١+ س  ) (   ١س ــ (       س  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ١+ س   

١ 

ــ  ــــــ

٢ 

٢ 

 ــــــــ

٣ 

 ـــــ ٣
٢  

 ـــــ ١
٢  



 

 ١١٤ 


 

   

 

∫ )  ث=                     +  ء س ن)ب + أ س 
 



ـ: أوجد قیمة التكاملات الآتیة 
∫ ) ث =                    +  ء س ٧ )٣+  س ٢ 


∫ ) ث  + ٢ ــ ) س ٤ + ٧=     (  ء س ٣ــ )  س ٤ + ٧
 

 ء س )   س ٧ ــ ٤ ( ∫=   ء س ٣) س ٧ ــ ٤   ( ∫) ٣
 

 ث =                    +   
 

   ء س] ٢ )٣ س ــ ٢ ( [ ∫= ء س  )  ٩+  س ١٢ ــ ٢ س٤ ( ∫) ٤
 

 =  ∫ ) ث  =                 +  ء س٧ )٣ س ــ ٢ 

 

                   ء س             بتجزیئ البسط مثل المقام ∫) ٥
 

  = ∫ ء س                   =∫ ء س               +∫ء س                 
 

 ١+ ن ) ب + أ س ( 

ــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــ  

 أ×  ) ١+ ن ( 

 ٨ )٣+  س ٢( 

ــــــــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

١٦  
 ١ــ 

 ــــــــ

٨ 

 ـــــ ٣
٢  

 ) س ٧ ــ ٤ ( ٢ــ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

٣٥  

 ـــــ ٥
٢  

 ـــــ ٧
٢  

 ـــــ ٧
٢  

  ٨ )٣ س ــ ٢( 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

١٦  

 ٣+ س 
ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

  ٥ )١+ س ( 
 ٢ + ١+ س 

ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

  ٥ )١+ س ( 

 ١+ س 
 ــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٥ )١+ س ( 

٢ 
ــــــــــــــــــــــــــــــ  

  ٥ )١+ س ( 



 

 ١١٥ 


 

   

 =  ∫ ] )  ء س ] ٥ ــ  )١+ س  ( ٢ + ٤ ــ )١+ س  
 

 ث  + ٤ ــ  )١ + س(  ــ      ٣ ــ  )١+ س =      (   
 

 ج

 

   ء س ٧)ــ        (       ١٤ س∫) ٦
 

  = ∫ ]ــ        (       ٢ س ([ء س ٧  =∫ ) ء س ٧) س ٣ ــ ٢  
 

=     +                 ث  + ٨) س ٣ ــ ٢=      ( ث 
 

   ء س ٣ ) س٣ ــ ٢( )   س ٣ ــ ٢ ( ∫) ٧
   =∫ ) س ٣ ــ ٢) (  س ٣ ــ ٢     ( ء س =∫ ) ء س)   س ٣ ــ ٢ 

 

 ث )    + س ٣ ــ ٢  =      ( 
 
 

    عامل مشترك من البسط ٢                ء س             بأخذ   ∫) ٨
 

 =  ٢ ∫  ء س         بإضافة                ٢٫٥  
 

 =  ٢ ∫ ٢=                      ء س ∫ )  ء س ٣ ــ  )٥ ــ س +      ( ٢ ــ  )٥س ــ  
 

 ث  + ] ٢ ــ  )٥س ــ (  ــ      ١ ــ  )٥س ــ (  ــ [ ٢=   
 

 ١ــ 

 ــــــــ

٣ 

١ 

 ــــــــ

٢ 

٢ 

 ـــــــــــ
 ٢س

٣ 

 ـــــــــــ
 س

٢ 

 ـــــــــــ

 ٢س

٣ 

ــ  ـــــــــ

 س

 ٨) س ٣ ــ ٢( 

ــ  ــــــــــــــــــــــــــــ

 ٣ــ  × ٨

 ١ــ 

 ــــــــــ

٢٤ 

 ـــــ ٣
٢  

 ـــــ ٥
٢  

 ٢ـ

 ــــــــــ

٢١ 

 ـــــ ٧
٢  

 ٥ س ــ ٢

 ــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٣ )٥س ــ ( 
  ٢٫٥س ــ 

 ــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٣ )٥س ــ ( 
  ٢٫٥ + ٥س ــ 

ــ ـــــــــــــــــــــــ  ــــــــــــــ
  ٣ )٥س ــ ( 

٥ 

 ــــــــــ

٢ 
٥ 

 ــــــــــ

٤ 



 

 ١١٦ 


 

   

 ث  + ٢ ــ  )٥س ــ (  ــ      ١ ــ  )٥س ــ  ( ٢ــ   = 
 

 

 **   

  س ، صنوجد تكامل المشتقة ونكون علاقة بین    ) ١

 ًا معا فنوجد ثابت التكامل التعویض بالقیمة المعطاه لھم) ٢
 

           

 

 ٣ ــ  س٢ + ٢ ــ  س٢ ــ ٣=            أوجد الدالة التى مشتقتھا الأولى 

 ؟=       عندما س ٢ً صفر  علما بأن الدالة تساوى حیث  س 

                 نفرض أن الدالة ھى  ص

                ء س  )  ٣ ـــ  س٢ + ٢ ــ  س٢ ــ ٣ ( ∫= ص 

 ث  + ٢ــ  ــ س١ــ  س ٢+  س ٣=  ص 

 ث+ ــ      +       س ٣=  ص 

 بالتعویض فى المعادلة ص=                عندما س ٢=        ص 

 ث            + ٤ ــ ٤ =      + ٢ ث   = 
 

 ــ       +       س ٣=  ص + 
 

             

  ١=   عندما س ٣= وكانت ص    =                          إذا كانت     
 

 فاوجد العلاقة بین   ص ، س ؟

٥ 

 ــــــــــ

٢ 

 
١ 

 ــــــــــ

٢ 

  

٢ 

ــ  ــــــــ

 س

١ 

 ــــــــــ

 ١ ٢س

 ــــــــــ

٣ ٢ 

 ــــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــــ

٢ 
٢ 

ــ  ــــــــ
 س

١ 

ــ  ــــــــ
 ٢س

١ 

 ــــــــــ
٢ 

 ء ص 

 ــــــــــــــ

 ء س

 ٧+  س ٢

 ــــــــــــــــــــــــــ

 ص ٢ ــ ٣



 

 ١١٧ 


 

   

 بفصل المتغیراتبالتكامل                                  

   ∫ )ء س  ) ٧+  س ٢ ( ∫= ء ص )  ص ٢ ــ ٣ 

 ث     +  س ٧ + ٢س = ٢ ص ــ ص٣ 

      بالتعویض فى ١=    عند س ٣=     ص 

 ث          + ٧ + ١ = ٩ ــ ٩ ٨ــ =  ث  

  ٨ س ــ ٧ + ٢س = ٢ ص ــ ص٣ العلاقة ھى  

صفر = ٨ ص ــ ٣ س ــ ٧ + ٢ص + ٢  س 
 
 

  ، ٣ــ =   وكانت         ٥ ــ ٢ س٦= إذا كانت                        
 

  ؟٢=  فأوجد قیمة ص عندما س ١=  عندما س ٢= ص 
 

 ء س  ) ٥ ــ ٢ س٦ ( ∫= ء س ) س (  دً ∫=                                  
 
 =        ١=   ،  س ٣ــ = ث   ،              +  س ٥ ــ ٣ س٢ 
 
 ث             + ٥ ــ ٢ = ٣ ــ صفر =   ث 

 ء س)  س ٥ ــ ٣ س٢ ( ∫=  ص 
 

 ١=   عندما  س ٢= ث            ص  + ٢ ــ      س٤س=      ص 
 

  

 ص٢ء  

 ـــــــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص

 ــــــــــــــ

 ء س

  ء ص 

 ــــــــــــــ

 ء س

 ء ص

ــ  ــــــــــــ

 ء س

 ء ص

 ــــــــــــــ

 ء س

١ 

 ــــــــ

٢ 

٥ 

 ــــــــ

٢ 



 

 ١١٨ 


 

   

 ث            + ــ       =      ٢ ٤=   ث  
 

 فإن ٢=       وعند  س ٤ + ٢ ــ     س٤س=      ص   

 ٢ = ٤ + ١٠ ــ ٨=  ص 
 

 : الواجب 

 ـ :   احسب قیمة التكاملات الآتیة 

١ ( ٢ ء س                  ٥ ( ) ء س ) ٣ + ٣ س٥ ــ ٢س 
 

٣ ( )   ء س ) ١ + ٢ س٣س  ــ 
 
 

٤ (             ٥                   ء س ( ء س                            
 

٦ ( ) ٧ ء س              ٦)٧ س ــ ٣ (٢ س )  ء س ٢)٤+ س  
 

٨ ( ٩             ــ           ء س   س (٥ س ) ء س ٥   ) ــ    ٣  
 

١٠ ( ) ء س  )   ٢س٤+ س ٢٠ ــ ٢٥ 

  
  

 
 

 

١ 

 ــــــــ

٢ 

٥ 

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

٢ 

٥ 

 ــــــــ
٢ 

 ـــــ ٣
٤  

  ٢٧ ــ ٣ س٨
 ـــــــــــــــــــ

  ٣ س ــ ٢

  )٦+  س ٥ ــ ٢س( 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٢س ــ 

 
 ــــــــــــ

 
٣  
 ٢س

 
 ــــــــــــ

 
     ٥  

 س

 
ــ  ــــــــــ

 
     ٢  

 س
 
 ــــ
 
٢  
٥ 



 

 ١١٩ 


 

   



 ) =        س ( دَ =        میل المماس للمنحنى 

 میل المماس ء س ∫= ء س ) س (  دَ ∫=  ص  

. وتسمى بمعادلة عائلة المنحنیات لأنھا تختلف باختلاف ثابت التكامل 
تحقق  ) ١ ، ص١س( ولتعیین المنحنى المطلوب لابد من معرفة نقطة 

 . معادلتھ 
 

ومیل  ) ٨ ، ٢ــ (   أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة             
 ؟ ) ٢+ س  ) ( ٢ س ــ ٣( المماس لھ عند أى نقطة علیھ یساوى 

  ) ٢+ س  ) ( ٢ س ــ ٣             = (                  
 

 ء س   ) ٤ س ــ ٤ + ٢ س٣ ( ∫= ء س  ) ٢+ س  ) ( ٢ س ــ ٣ ( ∫=  ص 

 ث    +  س ٤  ــ٢ س٢ + ٣س=  ص 

   تحقق معادلتھ للمنحنى         ) ٨ ، ٢ــ     ( 
  

 ث      + ٨ + ٨ + ٨ــ  = ٨ صفر =   ث 

 س٤ ــ ٢ س٢ + ٣س=   معادلة المنحنى  ھى    ص  

      

 ء ص

ــ  ــــــــــــ

 ء س

 

  
 ء ص

ــ  ــــــــــــ

 ء س



 

 ١٢٠ 


 

   

) س ، ص ( إذا كѧѧان میѧѧل الممѧѧاس لمنحنѧѧى عنѧѧد أى نقطѧѧة علیѧѧھ           
دلة المنحنى إذا علمت أن الإحداثى  فأوجد معا٩ س ــ ٦ ــ ٢ س٣یساوى  

 ثѧم أوجѧد نقطѧة القیمѧة ١٥الصادى لنقطة القیمة العظمى المحلیѧة لѧھ ھѧى  

 الصغرى المحلیة للمنحنى ؟ 
  ٩ س ــ ٦ ــ ٢ س٣) = س ( دَ                  

 ً٦ س ــ ٦) = س (  د  

 صفر   لأن المنحنى لھ قیمة عظمى محلیة ) = س ( ونضع  دَ 

 ٣    ÷ ٠ = ٩ س ــ ٦ــ  ٢ س٣  

  ٠ = ٣ س ــ ٢ ــ ٢ س        )  ٠ ) = ١+ س  ) ( ٣س ــ 

 ١ــ =      ،     س ٣=  س  

  ٠ > ١٢ ) = ٣(       فإن  دً ٣= وعندما  س 

 توجد قیمة صغرى محلیة ٣=   عند س      

  ٠ < ١٢ــ  ) = ١ــ (      فإن  دً ١ــ = وعندما  س 

 توجد قیمة عظمى محلیة ١ــ =  عند  س    

  ١٥=     الإحداثى الصادى لنقطة القیمة العظمى المحلیة 

 )  ١٥ ، ١ــ (  َللمنحنى              د  ) ٩ س ــ ٦ ــ ٢ س٣) = س   

 ء س  ) ٩ س ــ ٦ ــ ٢ س٣ ( ∫ ) =س (  د 

 

  



 

 ١٢١ 


 

   

 ث +  س ٩ ــ ٢ س٣ ــ ٣س=  ص 

 ق معادلتھ  للمنحنى  فھى تحق ) ١٥ ، ١ــ     ( 

  ث             + ٩ + ٣ ــ ١ــ  = ١٥ ١٠=   ث  

 ١٠+  س ٩ ــ ٢ س٣ ــ ٣س=  معادلة المنحنى  ھى    ص  

    عند نقطة القیمة العظمى المحلیة ٣=     س 

 ١٧ــ  = ١٠ + ٣ × ٩ ــ ٢ )٣ ( ٣ ــ ٣ )٣= (   ص  

 )  ھى نقطة القیمة الصغرى المحلیة )  ١٧ ، ــ ٣ 
 

 ُ              أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بنقطة الأصل إذا علم أن 
     ٩+  ب س ٢ + ٢ أ س٣= میѧѧѧل الممѧѧѧاس لѧѧѧھ عنѧѧѧد أى نقطѧѧѧة علیѧѧѧھ ) ١

 حیث   أ  ،  ب ثابتان 
  یوازى محور السینات ٣ــ = المماس لھ عند س ) ٢
     توجد نقطة انقلاب ٢ــ = عند س ) ٣

  ٩+  ب س ٢ + ٢ أ س٣= یل المماس                      م

  ب ٢+  أ س ٦) = س (    دً )       س (        الانقلاب عند  دً 

 صفر  ) = ٢ــ (   دً   نقطة انقلاب          ٢ــ =    س 

 ٠=  ب ٢+  أ ١٢  ــ             أ      ٦=   ب  

 

  
 



 

 ١٢٢ 


 

   

 السینات محور //    المماس                 ٣ــ =    عند  س 

       ٠ = ٩+  ب ٦ أ ــ ٢٧            ٠ ) = ٣ــ ( أى أن  دَ 

  ٩=  أ ٩     ٠ = ٩+  أ ٣٦ أ ــ ٢٧        وبالتعویض من 

 ١=  أ        ٦=  ب 

 ٩+  س ١٢ + ٢ س٣=  م المماس  

 ء س  ) ٩+  س ١٢ + ٢ س٣ ( ∫=  ص 

 ث +  س ٩ + ٢ س٦ + ٣س=  ص 

 )     ٠ ، ٠(   للمنحنى  فھى تحقق معادلتھ   

   ث                + ٠ + ٠ + ٠ = ٠ ٠=   ث  

 س٩ + ٢ س٦ + ٣س=  المعادلة  ھى   ص  
 

 

 

 بالنسبة للزمن) م( إذا كان معدل التغیر فى مساحة مستطیل            
  

  وكانت مساحة الصفیحة ٠٫٥ــ   ن٠٫٠٦ =       یعطى من العلاقة ) ن( 
  ثوانى ؟١٠ أوجد مساحة المستطیل بعد ٢ م٥٠= ند بدایة التغیر ع

       بالتكامل ٠٫٥ ن ــ ٠٫٠٦                           = 
 

 ث +  ن ٠٫٥ ــ ٢ ن٠٫٠٣= ء ن  ) ٠٫٥ ن ــ ٠٫٠٦ ( ∫=  م 

  ٥٠=    فإن  م ٠= وعند بدء التغیر  أى  عند ن 

 
 ء م

 ــــــــــــــ

 ء ن

  ء م 

 ــــــــــــــ

 ء ن



 

 ١٢٣ 


 

   

 ث            + ٠ ــ ٠ = ٥٠ ٥٠=  ث  

 فإن ١٠=          وعند  ن ٥٠+  ن ٠٫٥ ــ ٢ ن٠٫٠٣=  م   

  ٢ م٤٨ = ٥٠ + ١٠ × ٠٫٥ ــ ٢ ١٠ × ٠٫٠٣= م 
 

           اشѧѧتركت متسѧѧابقتان لمѧѧدة أربعѧѧة دقѧѧائق فѧѧى الكتابѧѧة علѧѧى الآلѧѧة 
 الكاتبة فكانت سرعة المتسابقة الأولى تعطى من العلاقة 

 

دقیقة  حیث س عدد الكلمات  /  كلمة٩٠+  ن ١٢ + ٢ ن٦ــ         = 
 التى تكتبھا خلال زمن ن دقیقة ، سرعة المتسابقة الثانیة تعطى من 

دقیقة  حیث  ص عدد /    كلمة ٨٥+  ن ١٥ + ٢ ن٦ــ = العلاقة        
أى المتسابقتین . الكلمات التى تكتبھا المتسابقة الثانیة خلال زمن ن دقیقة 

 تكتب كلمات أسرع من الأخرى ؟
  ٩٠+  ن ١٢ + ٢ ن٦ــ                             = 

 

 ء ن  ) ٩٠+  ن ١٢ + ٢ ن٦ــ  ( ∫=   س 

 ١ث+  ن ٩٠ + ٢ ن٦ + ٣ ن٢ــ =  س
   

  ٠ = ١  ث           ٠=     تكون  س ٠=     عند ن 

 ن ٩٠ + ٢ ن٦ + ٣ ن٢ــ =  س  
 

  ٨٥+  ن ١٥ + ٢ ن٦ــ           = 

 

 ء س

 ــــــــــــــ

 ء ن

 ء ص

 ــــــــــــــ

 ء ن

  
 ء س

 ــــــــــــــ

 ء ن

 ء ص

 ــــــــــــــ

 ء ن



 

 ١٢٤ 


 

   

 

 ء ن  ) ٨٥+  ن ١٥ + ٢ ن٦ــ  ( ∫=  ص 
 

 ٢ث+  ن ٨٥ + ٢ن +       ٣ ن٢ــ =  ص  

 صفر  = ٢ ث         ٠=     تكون  ص ٠=     عند ن 

 ٤=  ن        وعند  ن ٨٥ + ٢ن +       ٣ ن٢ــ =  ص  
 

 كلمة ٣٢٨ = ٤ × ٩٠ + ١٦ × ٦ + ٦٤ × ٢ــ =  س  
 

 كلمة ٣٣٢=  ٤ × ٨٥ + ١٦×  +       ٦٤ × ٢ــ =  ص  

المتسابقة الثانیة أسرع من المتسابقة الأولى  
 

 : الواجب 

الѧѧѧذى میلѧѧѧھ عنѧѧѧد أى     ) س( د = أوجѧѧѧد معادلѧѧѧة المنحنѧѧѧى للدالѧѧѧة  ص ) ١
  ٦) = ٠(   إذا كان  د ٢واقعة علیھ یساوى  ــ س) س ، ص( نقطة 

 

واقعة ) س ، ص( عند أى نقطة ) س( د = إذا كان میل المنحنى  ص ) ٢
ُفأوجد معادلѧة المنحنѧى إذا علѧم أنѧھ یمѧر )   ١ س ــ ٢( علیھ یساوى  س 

 ) ٣ ، ــ ١( بالنقطة 
 

 
 

 من منحنى ) س ، ص(   عند كل نقطة ١ ــ ٢س= إذا كان           ) ٣
 

١٥ 

 ـــــــــــ
٢ 

١٥ 

ــــ ـــــــ  

٢ 

١٥ 

 ـــــــــــ

٢ 

  ص٢ء
 ــــــــــــ

  ٢ء س



 

 ١٢٥ 


 

   

ویمѧѧѧѧس        ) ١ ، ١(   مѧѧѧѧا فأوجѧѧѧѧد معادلѧѧѧѧة المنحنѧѧѧѧى الѧѧѧѧذى یمѧѧѧѧر بالنقطѧѧѧѧة 
 ) ١  ،١(   عند النقطة ٣=  ص ٢+ المستقیم س 

 
 

علѧѧѧѧى المنحنѧѧѧѧى        ) س ، ص(  إذا كѧѧѧѧان میѧѧѧѧل الممѧѧѧѧاس عنѧѧѧѧد أى نقطѧѧѧѧة ) ٤
ѧـѧѧѧـ ٢ س٦ھѧѧѧѧو  )  س( د = ص    فأوجѧѧѧѧد معادلѧѧѧѧة ھѧѧѧѧذا ٣٦+  س ٣٠ 

ًالمنحنѧѧى علمѧѧا بѧѧأن قیمѧѧة  ص عنѧѧد نقطѧѧة القیمѧѧة العظمѧѧى المحلیѧѧة لѧѧھ    

 وأوجد كذلك نقطة القیمة الصغرى المحلیة ؟  . ٢٨تساوى  
 

 إذا كان )   س( د = نحنى  ص أوجد معادلة الم) ٥
 

  ٢) = ١(وكانت  د              =                       
 

 منحنى میل العمودى عند أى نقطة علیھ إحداثیھا السینى س ھو ) ٦
 

 )٥ ، ٤( ُ                أوجد معادلتھ إذا علم أنھ یمر بالنقطة 

 ء ص
 ــــــــــــ
 ء س 

 ٣ س ــ ٢
 ــــــــــــــــــ

  ص٢ ــ ٥

 ١ــ 
 ــــــــــــــــ

 ٦ س ــ ٢



 

 ١٢٦ 


 

   



 ث + س ــ جتا =  جا س ء س ∫ )١
 ث + جا س =  جتا س ء س ∫ )٢
 ث + ظا س =  س ء س ٢ قا∫) ٣

 

 ث ) + ب + أ س ( جتا =       ء س )  ب + أ س (  جا ∫) ٤
 

 ث ) + ب + أ س ( جا =       ء س )  ب + أ س (  جتا ∫) ٥
 

 ث ) + ب + أ س ( ظا =       ء س ) ب + أ س  ( ٢ قا∫) ٦
 



  جا س جتا س ٢=  س ٢جا ) ١

 )  س ٢جتا  + ١=     (  س ٢ جتا    ١ س ــ ٢ جتا٢=  س ٢جتا ) ٢

  س ٢ س ــ جا٢جتا=  س ٢جتا ) ٣

 ) س ٢ ــ جتا ١=     (  س ٢ جا   س     ٢ جا٢ ــ ١=  س ٢جتا ) ٤

  ١ س ــ ٢قا=  س ٢ ظا س               ٢قا=  س ٢ظا + ١) ٥

 ١ س ــ ٢قتا=  س ٢ ظتا س              ٢تاق=  س ٢ظتا + ١) ٦

  ١=  س ٢جا+  س ٢جتا) ٧

 ١ــ 

 ـــــــــــ

 أ
١ 

 ـــــــــــ

 أ
١ 

 ـــــــــــ
 أ

١ 

ــ  ــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

٢ 



 

 ١٢٧ 


 

   

 

 ـ : أوجد قیمة التكاملات الآتیة 
 

 ث +  س ٢جتا =      س ء س ٢ جا ∫) ١
 

 

 ء س)  س ٥ جتا ٢ س ــ ٤ ٢قا ( ∫) ٢
   

 ث+  س ٥ س ــ      جا ٤ظا   =      
 

 

  جا س جتا س ء س ∫) ٣
   

 لتحویلھا إلى ضعف الزاویة ×      بالضرب 
 

 ∫ جا س جتا س ء س ٢ ∫=      جا س جتا س ء س  
   

 ث +  س ٢جتا =       س ء س ٢ جا ∫=     
  

       ء س ٢ جتا∫) ٤
 

     بدلالة ضعف الزاویة   ٢بالتعویض عن  جتا
 

 ) جتا س  + ١      =     ( ٢نجد أن  جتا
 

 ∫ء س  )جتا س + ١ ( ∫=    ء س ) جتا س  + ١     ( ∫=       ء س ٢ جتا 
 

 ث) + جا س + س =     ( 

 ١ــ 

 ــــــــ
٢ 

١ 

 ــــــــ

٤ 

٢ 

 ــــــــ

٥ 

٢ 

ــ  ــــــ

٢ 
١ 

 ــــــــ

٢ 
١ 

 ــــــــ

٢ 

 ١ــ 

 ــــــــ

٤ 

 س

 ــــــــ

 س ٢

 ــــــــ

٢ 

 س

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

٢ 

 س

 ــــــــ

٢ 

١ 

ــ  ــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

١ ٢ 

ــ  ــــــ

٢ 



 

 ١٢٨ 


 

   

  ء س ٢)جا س  + ١ ( ∫) ٥ 
 ء س )  س ٢جا+  جا س ٢ + ١ ( ∫  = 

 

 ء س )  س ٢ــ      جتا +      جا س ٢ + ١ ( ∫  = 
 

 ء س )  س ٢ جا س ــ     جتا ٢ (     + ∫  = 
 

 ث +  س ٢ جتا س ــ     جا ٢ـ س ـ  =     
 

  ء س ٢) س ٣جتا +  س ٣جا  ( ∫) ٦

 ء س )  س ٣ ٢جتا+  س ٣ س جتا ٣ جا ٢+  س ٣ ٢جا ( ∫  = 
 ء س )  س ٦جا  + ١ ( ∫  = 

 

 ث +  س ٦س ــ      جتا   = 
 

 

 
                ء س        بالتحلیل ∫=                 ء س ∫) ٧
 

  
 ء س ) ــ جتا س ١ ( ∫=                           ء س         ∫ = 

 
 ث+ س ــ جا س = 

 

 ث + ظا س ــ س = ء س  ) ١ س ــ ٢قا ( ∫=  س ء س ٢ ظا∫) ٨

١ 

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ

٢ 

٣ 

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ
٢ 

٣ 

 ــــــــ

٢ 

١ 

 ــــــــ
٤ 

١ 

 ــــــــ

٦ 

  س٢جا
ـــــــــــــــــ  ــــــــــــــ

 جتا س  + ١

  س٢ ــ جتا١
ـــــــــــــــــــــــــــــــ  

 جتا س  + ١

 )جتا س  + ١) (  ــ جتا س ١(
ــ ــــــــــــ ـــــــــــ ـــــــــــ ــــــــــــ ـــــــــــ  ــــــــــــــ

 جتا س  + ١



 

 ١٢٩ 


 

   

                 ء س ∫) ٩
 

  س ٢  بالتعویض عن المقام بدلالة  جتا
 

   ∫ ء س  ) ١ +  (         ∫ =                ء س∫=                 ء س 
 

 ث + س + ظا س = ء س  ) ١+  س ٢قا ( ∫  = 
 

 جتا س فأوجد العلاقة بین س ، ص+  س ٢جا =          إذا كانت        
 

 ؟ =        عندما س ١= ًعلما بأن  ص 
              

 جتا س+  س ٢جا                           = 
  

 ث+ جا س +  س ٢جتا =     ء س ) جتا س +  س ٢جا  ( ∫=  ص 
 

            بالتعویض =       عندما  س ١=       ص 
 

 ث     + جا       + جتا       =      ١ ث +     + ــ      = ١ 
 

 ث                    = جا س +  س ٢جتا =      ص +  

 
 

 

  س٢جتا+ ١
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 س ٢ ــ  جا١

  س٢جتا+ ١
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 س ٢ ــ  جا١

  س٢جتا+ ١
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

  س ٢جتا

١ 
ــ  ــــــــــــــــ

 س ٢جتا

 ء ص 
 ـــــــــــــــ
 ء س 

 ط
 ـــــــــــ
٦ 

  ء ص 
ــ  ـــــــــــــ
 ء س 

 ١ــ 
 ــــــــ
٢ 

 ط
ــ  ـــــــــ
٦ 

 ١ــ 
ــ  ــــــ
٢ 

 ط
 ـــــــــــ

٣ 

 ط
 ـــــــــــ
٦ 

١ 
ــــــــ  
٤ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

٣ 
ــ  ــــــ
٤ 

 ١ــ 
 ــــــــ
٢ 

٣ 
 ــــــــ
٤ 



 

 ١٣٠ 


 

   

 

عند أى نقطة ) س ( د=               إذا كان میل المماس للمنحنى ص 
ً س  أوجد معادلة المنحنى علما بأنھ یمر ٢ جا ٢+ جتا س =  علیھ

 ؟  ) ١، (      بالنقطة 
 

  س ٢ جا ٢+ جتا س                             = 
 

 ث +  س ٢جا س ــ جتا = ء س )  س ٢ جا ٢+ جتا س  ( ∫=  ص 
 

       )     ،١ (          للمنحنى    تحقق معادلتھ 
 

 ث      + جا       ــ جتا        = ١ ث + ــ       =     ١ 
 

 ١=  ث            ١+  س ٢جا س ــ جتا =  ص  

 

 = ط  عندما س = وكانت  ص =                         إذا كانت         
 

 فأوجد العلاقة بین ص ، س ؟
 بفصل المتغیرات                

 ∫س  ء س ٢ جا∫=  ص  ء ص ٢ جتا  
 

     ∫ ) ء س )  س ٢ ــ جتا ١ ( ∫=     ء ص )  ص ٢جتا  + ١ 
 

 ث +  س ٢س ــ     جا =  ص ٢جا +       ص 

 

  ط٥
 ـــــــــــ
٦ 

  ء ص 
 ـــــــــــــــ
 ء س 

  ط٥
 ـــــــــــ
٦ 

  ط٥
 ـــــــــــ
٦ 

  ط٥
 ـــــــــــ
٣ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

 ء ص 
ــ  ـــــــــــــ
 ء س 

  س٢جا
ــ  ـــــــــــــــــــــ

  ص٢جتا

 ط
 ــــــــ
٢ 

  

١ 
 ــــــــ
٢ 

١ 
ــ  ــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 



 

 ١٣١ 


 

   

 بالتعویض =           ط        عند  س =         ص 
 

 ث + ــ      جا ط =      ط ٢جا +       ط 
 

 ث           + ٠ــ  =     ٠+  ط ث   = 
 

 ٢× بالضرب +         س ٢س ــ     جا =  ص ٢جا +       ص 

 ط+  س ٢ س ــ جا ٢=  ص ٢جا +  ص ٢ 
 

 أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بنقطة الأصل ومیل المماس عند   
 

       ؟ ٢ جتا٢= أى نقطة علیھ 
              

      ٢ جتا٢=                           
 
 

 ء س ) جتا س  + ١(  ×     ٢ ∫=        ء س ٢ جتا٢ ∫=  ص 
 

 ء س ) جتا س  + ١ ( ∫         = 

 ث + جا س + س =  ص 

       المنحنى یمر بنقطة الأصل  فإن 

  ٠=   ث ث                 + ٠جا  + ٠ = ٠

   جا س+ س =  ص  

 ط
ــ  ــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

 ط
ــ  ــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

 ط
ــ  ــــــ
٢ 

 ط
 ــــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 

 ط
 ــــــــ
٢ 

 
 س
ـــــــ ـ  
٢ 

  ء ص 
 ـــــــــــــــ
 ء س 

 س
 ــــــــ
٢ 

 س
 ــــــــ
٢ 

١ 
 ــــــــ
٢ 



 

 ١٣٢ 


 

   

 ـ : التالیة أوجد قیمة التكاملات : **  الواجب 

١ ( )  ٢ء س     )  س ٢ ٢ قا٣جا س ــ ( )  ء س ٢)جتا س + جا س  

٣ (٢ ظا ) ٤ء س             )  س٢ ــ ٤ (س  ء س ٣ ٢  جتا  
 
 

 ًأوجد العلاقة بین  س ، ص  علما =                    إذا كان           ) ١
 

 

 ٨/ ط =       عندما   س ٤/  ط ٣=  بأن  ص 
 

ومیل المماس عند ) ٠ ، ٠( أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة ) ٢
  ٢)جا س ــ جتا س = ( أى نقطة علیھ 

 

   ص ء س س    أوجد قیمة  ٢جا  + ٢س=       إذا كانت  ص ) ٣
 

ُإذا علم أن معادلة المماس )  س( د = أوجد معادلة المنحنى  ص ) ٤
 ) ١+ س  ( ٢= اقعة علیھ ھى ص الو) ٢ ، ٠( للمنحنى عند النقطة 

 

  س ٢ جا ٢ــ = وكان           
 
 

  
 

ومیل المماس لھ ) ٢ ، ــ ١( أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة ) ٦
 )  ط جا ط س ٢ ط جتا ط س ــ ٣( عند أى نقطة علیھ ھو  

 سء 
 ــــــــــــ

  صء 

  ص ٢ ــ جا١
 ــــــــــــــــــــــ

 س ٢ ٢ ــ جا١

١ 
 ــــــ
٢ 

  ص٢ء
 ــــــــــــ

  ٢ء س



 

 ١٣٣ 


 

   

 

 


 

 



 

 ١٣٤ 


 

   

 تمارین عامة
 

                             أوجد ) ١
 

 
  ) =     س( كان  د إذا ) ٢
  

 ؟ ) س(                 أوجد           د 
 

  ٣= نھایة ) =                                   س( إذا كان للدالة   د ) ٣

 
     أوجد قیمة   أ ، ب ؟  ٢←           عندما  س 

 
  

                                                                       

  ) = س( إذا كان للدالة  د ) ٤
   ١>                                                                 س 

 
 ؟ ) س(   فأوجد قیمة ن ؟ ثم أوجد          د ١=  نھایة عند  س 

 
 


١  س

 

     ١ س ــ  
 ـــــــــــــــــــــــــــ

 ٣+  س ٤ ــ ٢س
 ٢< س +                         س ٣

 ٢                      س ١ س ــ ٤

     ٢ س ــ  
 ــــــــــــــــــــــــ

  ــ س ٢


٢  س

 

} 

   ٢< ب       س + أ س  {

 ٢>  ــ ب      س ٢أ س

} 
 ١ ــ نس

 ـــــــــــــــــ
 ١س ــ 

 ٦ ــ س ــ ٢ س٢
 ــــــــــــــــــــــــــ

 ٢س ــ 

   ١< س 


٢  س

 



 

 ١٣٥ 


 

   

    إذا كان ١= ابحث اتصال الدالة عند   س ) ٥
 

                          ) =                   س( د 
 
 

 ) = س( إذا كانت  د ) ٦

 
    فما قیمة  أ ، ب ؟ ١=             متصلة عند  س 

 

 ) =  س( ابحث اتصال الدالة  د ) ٧
 

  ؟ ٠=                وذلك عند  س 
 
 
   ) =                                        س( ابحث اتصال الدالة  د ) ٨
 
 

  ؟ ٠=                            عند   س 
 

    ١ س  )       ٣ + ٢ س٢(  {
١ 

 ــــــــ
٥ 

 ١>  س             س ٥ ــ ٦

 ١<      س ٣+ ب س  + ٢س {
 ١= أ                   س 

 ١> ب              س + أ س 

 ٠         س ٤ + س س  {
س  

 ــــــــــ
 س

 ٠>            س ٣+ 

} 
  س٢ ٢جا + ٢ س٥

 ــــــــــــــــــــــــــــــ
  س ٣س ظا 

 ٣+ س 
 ـــــــــــــــ

 ١+ س 

 ٠< س 

 ٠ س 



 

 ١٣٦ 


 

   

 أوجد قیمة  ك التى تجعل الدالة الآتیة متصلة ) ٩
 
 

 ؟ ١= عند س ) =                                                        س( د 
 
 

 ) = س( إذا كانت  د ) ١٠
 

  

ثم اعد تعریف الدالة . وجود لھا ) س( أوجد قیمة  أ  لكى یكون          د 
    ١= لكى تكون متصلة عند  س 

 ) = س( إذا كانت الدالة د حیث  د ) ١١
 

   أوجد  قیمة الثابت أ ؟٢= متصلة عند  س 
 

 ) =  س( ابحث اتصال الدالة  د ) ١٢
 

  
 ) = س( إذا كانت  د ) ١٣

 
 

} 
 ك + س ) ١+ ك ( ــ  ٢س

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ١س ــ  

 ١=                          س ٢

                         
 ١س 

س {
 ١<         س ٣+ أ س  + ٢

 ١ ــ ٢س
 ـــــــــــــ

 ١س ــ  
 ١> س 


١  س

 

 ٢        س ١ + ٢أ س {

 ٢<      س   ١+  س ٢

  ط   س  ٠جا س ــ جتا س     {

 ط   >        س ١ س ــ ٢ جتا٢

   ٢ ــ  س            س ٤ {
 ٣< س  < ٢ب      ــ + أ س 

متصلة على ح فما  ٣  س        س ٢ــ 
 قیمة أ ، ب ؟



 

 ١٣٧ 


 

   

 المعطاهابحث قابلیة اشتقاق الدوال الآتیة عند النقط ) ١٤
  

  ١= عند س ) =                                            س( د ) أ
 

                            

  ١=                      ثم ابحث كذلك اتصال ھذه الدالة عندما س 

  ١=        عند   س  ١  س ــ  ــ ٣) = س( د )  ب

 نقطة من مجالھا ؟       عند أى ٢+   س ٣) = س( د ) جـ
 

 ) =  س( إذا كانت  د ) ١٥
 

    فأوجد قیمتى  أ ، ب ؟ ١=  قابلة للاشتقاق عند س 
 

  ) = س( إذا كانت الدالة  د ) ١٦
 

أوجد قیمة الثابت أ  ثم ابحث قابلیة اشتقاق الدالة  . ٢= متصلة عند  س 
 ٢= عند   س 

 ٢ = ٢ س ص٣ ص ــ ٢س ٢ + ٣ص + ٣أوجد          إذا كان  س) ١٧
 

 =   فاثبت أن         ٤)١ ــ ٢ص= ( إذا كان  س ) ١٨
 

س {
 ١<        س ٣+ س  + ٢

 ١              س ٢+  س ٣

 ١             س٤ س٢ {

 ١> ب        س + أ س 

 ٢        س ١ + ٢أ س {

 ٢<        س ١+  س ٢

 ء ص
 ـــــــــ
 ء ص ء س 

 ـــــــــ
 ء س 

 ١ ــ ٢ص
 ـــــــــــــــ

  س ص٨



 

 ١٣٨ 


 

   

   فاثبت أن٢ س٣ = ٣ ص٢إذا كان  )         ١٩
 

  = ٢ (        )٢+                             ص          
 

 اثبت أن =                   إذا كانت  ص ) ٢٠

 
  ٠=  ص ٢)         + ١ س ــ ( ٤          + ٢)١س ــ ( 
 

جـ   حیث أ ، ب ، جـ  ثوابت + ب س  + ٢أ س) = س( إذا كان  د ) ٢١
   ٥) = ٠(    ،  دَ ٣) = ٢(   ،  دَ ٣) = ٠( حقیقیة  وكان  د 

 ؟ ) ٢ــ ( ،   دَ )   ١(                       فأوجد  د 
   ٣=  ــ س ص ٢إذا كان  س) ٢٢

 

  (        ) ٢(         ) + أوجد قیمة المقدار   س 
 

 اثبت أن )   ١+  س ٢(  جا ٣= إذا كان  ص ) ٢٣
 

  ٠=  ص ٤+ 
 
 

 

 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

١ 
 ـــــــــ
 ص

 ١+  س ٣
 ــــــــــــــــــ

 ٢)١س ــ ( 

  ص٢ء
 ـــــــــــ
 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س

 ء ص
 ـــــــــ
 ء س 

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س



 

 ١٣٩ 


 

   

  جا س ــ س جتا س    اثبت أن ٢= إذا كان  ص ) ٢٤
 

  جا س٢= ص                                        + 
  

  ٢ س ــ ٣ ــ ٢س=  ، ص ٢ س ــ ٥ ــ ٢ س٣= اثبت أن المنحنیین  ص ) ٢٥

 ) ٤ ، ــ ١( یتقاطعان على التعامد عند النقطة  
  ٤=  س ٢ ــ ٢ ص٣ + ٢ س٣أوجد معادلة المماس للمنحنى  ) ٢٦

 ) ١ ، ــ ١(     عند النقطة  
  عند ٢ = ٢ص + ٢أوجد معادلة المماس والعمودى للمنحنى  س) ٢٧

   ؟ ١النقطة التى إحداثیھا السینى یساوى  
   والذى یوازى ٨= ین للمنحنى   س ص أوجد معادلتى المماس) ٢٨

  ٩=  س ٢+ المستقیم   ص 
 جتا س + جا س ) = س( أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة  د ) ٢٩

 على ھذا المنحنى ؟ ) ١ ، ٠( عند النقطة 
  وكان معدل ٧ = ٢ص+ س ص  + ٢تتحرك نقطة على المنحنى  س) ٣٠

 ٠٫١یساوى ) ٣ ، ١ــ ( لنقطة تغیر إحداثیھا السینى بالنسبة للزمن عند ا
 أوجد معدل تغیر إحداثیھا الصادى بالنسبة للزمن عند نفس النقطة ؟ 

             ١٠٨= ص ٨س ــ ٤ + ٢ص + ٢على الدائرة س) س ، ص( تتحرك نقطة ) ٣١

  ص٢ء
 ـــــــــــ

 ٢ء س



 

 ١٤٠ 


 

   

عین موضع النقطة عند اللحظة التى یكون فیھا معدل تغیر إحداثیھا السینى 
 معدل تغیر إحداثیھا الصادى بالنسبة للزمن ؟ بالنسبة للزمن مساویا ً ل

قطعة من المعدن مستطیلة الشكل یزید طولھا عن عرضھا بمقدار ) ٣٢
  سم تنكمش بالتبرید بحیث یظل طولھا یزید عن عرضھا بمقدار٢٠

ث عندما یكون /  سم ٠٫٠٢٥ سم ، فإذا كان الطول ینكمش بمعدل ٢٠ 
  عند ھذه اللحظة ؟  سم ، احسب معدل تغیر المساحة٨٠العرض 

سقط حجر فى ماء ساكن فتكونت موجة دائریة یتزاید نصف قطرھا ) ٣٣

 ث أوجد معدل الزیادة فى مساحة سطح الموجة فى/  سم ٢بمعدل 
  ثوانى ؟١٠ 

 متر بأحد طرفیھ على أرض أفقیة وبطرفھ الأخر ٦٫٥یستند سلم طولھ ) ٣٤
م مبتعدا ً عن الحائط بمعدل فإذا انزلق الطرف السفلى للسل. على حائط رأسى 

 متر من الحائط أوجد عندئذ معدل ٢٫٥دقیقة عندما یكون على بعد /  سم ٣٠
ُثم أوجد بعد الطرف العلوى للسلم عن الأرض . انخفاض الطرف العلوى للسلم 

 عندما یتحرك الطرف العلوى والطرف السفلى بنفس المعدل ؟  

فوق طریق یسیر علیھ رجل  أمتار ٨وضع مصباح كشاف على ارتفاع ) ٣٥
 أوجد . دقیقة /  متر ٢ متر مبتعدا ً عن الضوء بسرعة ١٫٦طولھ 

 سرعة تحرك نھایة ظل الرجل ) معدل ازدیاد طول ظل الرجل        ب) أ
 فى لحظة ما كان طولا ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاویة ھما ) ٣٦



 

 ١٤١ 


 

   

دقیقة وكان الضلع الثانى / سم  ١إذا كان الضلع الأول ینقص بمعدل .  سم ٦ سم ، ٨
 دقیقة فأوجد معدل التغیر فى مساحة المثلث بعد دقیقتین ؟ /  سم ٢یزداد بمعدل 

 ـ : عین فترات التزاید والتناقص لكل من الدوال الآتیة ) ٣٧
  ٥ س ــ ١٢ ــ ٢ س٣ ــ ٣ س٢) = س( د ) أ
 

  ٠ حیث   س              + س ) = س( د ) ب
 

  ١ س ــ  ــ ٢ ) =س( د ) جـ
 

   تناقصیة عند ١٠+  س ٥ ــ ٢ س٣ ــ ٣س= اثبت أن الدالة  ص ) ٣٨
 ؟ )  ٥ ، ــ ٣( وتزایدیة عند النقطة )  ٣ ، ١( النقطة 

 أوجد نقط القیم العظمى والصغرى المحلیة لكل من الدوال الآتیة ) ٣٩
  ٢ س١٨ ــ ٤س) = س( د ) أ
 

  ١ حیث  س +                  س ) = س( د ) ب
 

د  یمر + جـ س  + ٢ب س + ٣أ س= إذا كان منحنى الدالة   ص ) ٤٠
 فأوجد ) ٢ ، ٢( ولھ نقطة حرجة عند ) ٦ ، ٠( ، ) ٠ ، ٣( بالنقطتین 

 أ ، ب ، جـ ، د     وبین نوع النقطة الحرجة ؟ 
 

 ـ : احسب القیم العظمى والصغرى المطلقة فى كل مما یأتى ) ٤١

١ 
 ــــــ
 س

٤ 
 ـــــــــــــ

 ١س ــ 



 

 ١٤٢ 


 

   

  ] ٥ ، ٣ ــ [      على الفترة   ٨+  س ١٢ــ  ٣س) = س( د ) أ
 

  ] ٢ ، ١ ــ [ س     على الفترة ٢ ــ ٢ ــ      س٣س) = س( د ) ب
 

  س ١٢٠ + ٢ س٢٧ ــ ٣ س٢=  ص ٢ادرس تحدب المنحنى   ) ٤٢
 وبین نقط القیم العظمى والصغرى المحلیة ونقط الإنقلاب ؟ 

 نى أوجد قیم أ ، ب ، جـ  بحیث یحقق المنح) ٤٣
 جـ س      الشروط الآتیة  + ٢ب س + ٣أ س= ص 

 

 =      للمنحنى نقطة انقلاب عند  س ) أ
 

  ١ــ = للمنحنى مماس أفقى عند س ) ب
 ) ١٣ ، ١( یمر المنحنى بالنقطة ) جـ

 عین قیم أ ، ب ، جـ ، د   بحیث یكون للمنحنى ) ٤٤
، ) ٣ ، ١( د   مماس أفقى عند + جـ س  + ٢ب س + ٣أ س=      ص 

 ) ١ ، ٢( نقطة انقلاب عند  
 ارسم منحنى كل من الدوال التالیة مع تفصیل خطوات الحل )  ٤٥

  ٤ + ٢ س٣ ــ ٣س) = س( د ) أ
  ٢)١ ــ ٢س) = ( س( د ) ب

١ 
 ـــــ
٢ 

١ 
 ـــــ
٢ 



 

 ١٤٣ 


 

   

 بحیث یكون حاصل ضربھما ١٢أوجد عددین موجبین مجموعھما ) ٤٦
 أكبر ما یمكن ؟ 

أوجد .  سم ١٢٠ طولھ قطعة أرض مستطیلة الشكل محاطة بسور) ٤٧

 بعدیھا إذا كان مساحة سطحھا أكبر ما یمكن ؟ 
قطعت .  سم ١٦ سم ، ١٠صفیحة معدنیة على شكل مستطیل بعداه ) ٤٨

 مربعات متساویة ثم ثنیت الأجزاء البارزة لتكون ٤من أركانھا الأربعة 
أوجد طول ضلع . صندوقاً  على شكل متوازى مستطیلات بدون غطاء 

 قطوع لیكون حجم الصندوق أكبر ما یمكن ؟ المربع الم
أوجد أكبر حجم لأسطوانة دائریة قائمة إذا كانت المساحة الكلیة ) ٤٩

  ؟ ٢ ط  سم٢٤لسطحھا تساوى 
أوجد طول .  سم ٣٠قطعة معدنیة على شكل قطاع دائرى محیطھ ) ٥٠

 نصف قطر دائرتھ الذى یجعل مساحتھ أكبر ما یمكن ؟ 
  بحیث تكون المساحة ٥+  س ٤ = ٢نحنى  صأوجد نقطة على الم) ٥١

 أقل ما یمكن ؟ ) ٠ ، ٣( بینھا وبین النقطة 
 نافذة على ھیئة مستطیل یعلوه مثلث متساوى الساقین تنطبق قاعدتھ ) ٥٢

 

 ُعلى أحد بعدى المستطیل فإذا كان ارتفاع المثلث      طول قاعدتھ ومحیط النافذة 
 

 لتى تجعل مساحة النافذة  أكبر ما یمكن ؟ فأوجد بعدى المستطیل ا.  سم ١٢٠

٣ 
 ـــــ
٨ 



 

 ١٤٤ 


 

   

 ـ :   احسب قیمة التكاملات الآتیة 

١ ( ٢ ء س                  ٥ ( ) ء س ) ٣ + ٣ س٥ ــ ٢س 
 

٣ ( )   ء س ) ١ + ٢ س٣س  ــ 
 
 

٤ (             ٥                   ء س ( ء س                            
 

٦ ( ) ٧ ء س              ٦)٧ س ــ ٣ (٢ س )  ء س ٢)٤+ س  
  

 الذى میلھ عند أى نقطة ) س( د = أوجد معادلة المنحنى للدالة  ص ) ١
  ٦) = ٠(   إذا كان  د ٢واقعة علیھ یساوى  ــ س) س ، ص( 
واقعة ) س ، ص( عند أى نقطة ) س( د = إذا كان میل المنحنى  ص ) ٢

ُ  فأوجد معادلة المنحنى إذا علم أنھ یمر ) ١ س ــ ٢( علیھ یساوى  س 
 ) ٣ ، ــ ١( بالنقطة 

 

 من منحنى ما ) س ، ص(   عند كل نقطة ١ ــ ٢س= إذا كان           ) ٣
 

 ویمس المستقیم ) ١ ، ١( فأوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة 
 ) ١ ، ١(   عند النقطة ٣=  ص ٢+ س 

 

 ـــــ ٣
٤  

  ٢٧ ــ ٣ س٨
 ـــــــــــــــــــ

  ٣ س ــ ٢

  )٦+  س ٥ ــ ٢س( 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٢س ــ 

  ص٢ء
 ــــــــــــ

  ٢ء س



 

 ١٤٥ 


 

   

 على المنحنى ) س ، ص( قطة إذا كان میل المماس عند أى ن) ٤
  فأوجد معادلة ھذا المنحنى ٣٦+  س ٣٠ ــ ٢ س٦ھو  )  س( د = ص 

 . ٢٨علماً  بأن قیمة  ص عند نقطة القیمة العظمى المحلیة لھ تساوى  

 وأوجد كذلك نقطة القیمة الصغرى المحلیة ؟ 
 إذا كان )   س( د = أوجد معادلة المنحنى  ص ) ٥

 

  ٢) = ١(                      وكانت  د              = 
 

 منحنى میل العمودى عند أى نقطة علیھ إحداثیھا السینى س ھو ) ٦
 

 ) ٥ ، ٤( ُ                أوجد معادلتھ إذا علم أنھ یمر بالنقطة 
 

 ـ : أوجد قیمة التكاملات التالیة **  

١ ( )  ٢ء س     )  س ٢ ٢ قا٣جا س ــ ( )  ء س ٢)ا س جت+ جا س  

٣ (٢ ظا ) ٤ء س             )  س٢ ــ ٤ (س  ء س ٣ ٢  جتا  
 
 

 أوجد العلاقة بین  س ، ص  علماً  =                    إذا كان           ) ١
 
 

  ٨/ ط =       عندما   س ٤/  ط ٣=  بأن  ص 

 ء ص
 ــــــــــــ
 ء س 

 ٣ س ــ ٢
 ــــــــــــــــــ

  ص٢ ــ ٥

 ١ــ 
 ــــــــــــــــ

 ٦ س ــ ٢

 سء 
 ــــــــــــ

  صء 

  ص ٢ ــ جا١
 ــــــــــــــــــــــ

 س ٢ ٢ ــ جا١



 

 ١٤٦ 


 

   

عند ومیل المماس ) ٠ ، ٠( أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة ) ٢
  ٢)جا س ــ جتا س = ( أى نقطة علیھ 

 

   ص ء س س    أوجد قیمة  ٢جا  + ٢س=       إذا كانت  ص ) ٣
 

ُإذا علم أن معادلة المماس )  س( د = أوجد معادلة المنحنى  ص ) ٤
 ) ١+ س  ( ٢= الواقعة علیھ ھى ص ) ٢ ، ٠( للمنحنى عند النقطة 

 

  س ٢ جا ٢ــ = وكان           
 

  جا س ــ س جتا س     اثبت أن ٢= إذا كان  ص ) ٥
 

  جا س ٢= ص + 
 

ومیل المماس لھ ) ٢ ، ــ ١( أوجد معادلة المنحنى الذى یمر بالنقطة ) ٦
 )  ط جا ط س ٢ ط جتا ط س ــ ٣( عند أى نقطة علیھ ھو  

 
  
   

 

١ 
 ــــــ
٢ 

 ص ٢ء
 ــــــــــــ

  ٢ء س

  ص٢ء
 ــــــــــــ

  ٢ء س

 


