الأحتمال
 *التجربة العشوائية
تعريف التجربة العشوائية
التجربة العشوائية هي كل تجربة نستطيع أن نحدد مقدما (أي قبل إجرائها) جميع النواتج الممكنة الحدوث ،ولكن لا يمكن تحديد أي من هذه النواتج سيتحقق فعلاً عند اجراء هذه التجربة
 تعريف : فضاء ( فراغ ) العينة أو فضاء النواتج (ف)


هو مجموع جميع النواتج الممكنة الحدوث لتجربة عشوائية.

تعريف الحدث

هو أى مجموعة جزئية من فضاء العينة.

 *أنواع الأحداث
1) الحدث المؤكد: هو الحدث الذى لابد أن يقع ويرمز له   

   بالرمز (ف).
2) الحدث المستحيل: هو الحدث الذى لا يمكن أن يقع ويرمز له   

    بالرمز ().
3) الحدث الأولى (البسيط): هو الحدث الذى تتألف المجموعه التى تمثله  من عنصر واحد من عناصر فضاء العينة.
4) الحدثان المتنافيان : هما الحدثان اللذان يستحال و قوعهما معاً و وقوع أحدهما يمنع وقوع الآخر .

تعريف
1) إذا كان أ، ب حدثين جزئيين من ف فإن أ، ب حدثان 

   متنافيان إذا كان أ  ب = .

2) يقال لعدة أحداث أنها متنافية إذا وإذا فقط كانت    

   متنافية مثنى مثنى.

ملحوظة
يقال أن حدث ما قد وقع إذا كان ناتج التجربة
العشوائية عنصراً من عناصر المجموعة التي تعبر عن هذا الحدث . 
* العمليات على الأحداث
1) الاتحاد (U = أو)

   فى الشكل المقابل: الجزء المظلل يمثل أ [image: image1.wmf]È

 ب
   أ [image: image2.wmf]È

 ب يعنى وقوع أحد الحدثين على الأقل.

[image: image3.png]



2) التقاطع ( = و)

   فى الشكل المقابل: الجزء المظلل يمثل أ  ب
   أ  ب يعنى وقوع الحدثين معاً.
[image: image4.png]



3) الفرق (-)

   فى الشكل المقابل: الجزء المظلل يمثل أ- ب يعنى وقوع الحدث أ فقط، وكذلك  يعنى وقوع الحدث أ وعدم وقوع الحدث ب.
[image: image5.png]



4) الحدث المكمل 

   فى الشكل المقابل : الجزء المظلل يمثل المجموعه أ/ ويسمى بالحدث المكمل للحدث أ ، وكذلك يعنى عدم وقوع الحدث أ
   [image: image6.wmf]\


أ/= ف - أ
[image: image7.png]



مثال (1)

فى تجربة القاء قطعتى عملة متمايزتين مرة واحدة وملاحظة الوجهين الظاهرين. اكتب فضاء العينة لهذه التجربة وعين الأحداث الآتية:

أ = ظهور كتابة واحدة على الأقل.

ب= ظهور كتابة واحدة على الأكثر.

ج= ظهور صوره واحدة بالضبط.

د= ظهور صورتين على الأكثر.

هـ= عدم ظهور كتابات.

و= ظهور صورتين على الأقل.

   الحل
ف = }(ص، ص)، (ص، ك)، (ك، ص)، (ك، ك){
أ =  }(ص، ك)، (ك، ص)، (ك، ك) {
ب =} (ص، ك)، (ك، ص)، (ص، ص) { 

ج =}(ص، ك)، (ك، ص) { 

د = ف
هـ =}(ص،ص) { 

و =}(ص،ص) { 

مثال 2

فى تجربة إلقاء حجر نرد مرتين متتاليتين وملاحظة الوجه العلوى، عين الأحداث الآتية:

أ = مجموع الوجهين العلويين أكبر من 11

ب = مجموع الوجهين العلويين أقل من 5

ج = مجموع الوجهين العلويين يقبل القسمة على 4

د = الفرق المطلق بين الوجهين العلويين 3

هـ  = الحصول على عدد أولى فى أحد الرميتين على الأقل.

و = الحصول على عدد أولى مرة واحدة فقط.

  الحل
ف =}(س،ص):س = 1، 2، 3، 4، 5، 6  ، ص = }1 ،2 

    3، 4، 5، 6{

أ = } (6،6) { 

ب = }(1،1) ، (2،1) ، (3،1) ، (1،3) ، (1،2) ، (2،2) }

ج = } (1،3) ، (2،2) ، (6،2) ، (3،1) ، (3،5) ،(4،4) ، (5،3) ، (2،6) ، (6،6) }

د = } (1،4) ، (2،5) ،(3،6) (4،1) ، (5،2) ، (6،3) }

هـ = } (2،1) ،(2،2) ،(2،3) ،(2،4) ،(2،5) ،(2،6) ،(3،1) ،(3،2) ،(3،3) ،(1،2) ،(1،3) ،(1،5) ،(4،2) ،(4،3) ،(4،5) ،(3، 6)،(6،2) ،(6،5) ، (3،4) ،(3،5) ،(3،6) ،(5،1)،(5،2) ،(5،3) ،(5،4) ،(5،5) ،(5،6)}

و = }(2،1) ،(2،4) ،(2،6) ،(3،1)، (3،6) ،(5،1) ،(5،4) ،(5،6) ،(1،2)، (4،2)،(6،2)، (4،3) (1،3)، (4،3)، (6،3)، (1،5)، (4،5)، (6،5){ 

[image: image8.png][ [ n 0] B el [
e[| (e N[ 1o W | o 81| (= col | (e 1)
¢ [0 [ o[ (2 em | T e [ 12 ol | 2 o0
P [P [ R [ e [ (F el [ (F
[ [ [ om0 [ 7 el [ 7
P RPN PR NP AP T A

Ssbrien



 
* مسلمات وقواعد الاحتمال
1) لكل حدث أ כ  ف يوجد عدد حقيقى يسمى احتمال الحدث أ و يرمز له 
بالرمز ل( أ )

[image: image9.png]12 () J 2 e da



 

2) ل (ف) = 1 أى أن احتمال الحدث المؤكد = 1

3) ل() = صفر أى أن احتمال الحدث المستحيل = صفراً
4) ل(أ U ب) = ل(وقوع أحد الحدثين على الأقل)

= ل(أ) + ل(ب) - ل(أ  ب) حيث أ ، ب حدثين من فضاء العينة .
5) وإذا كان أ، ب حدثين متنافيين فإن:
  ل( أ U ب) = ل(أ) + ل(ب)

6) ل(أ/) = 1 - ل(أ)

7) ل(أ  ب/) = ل(أ) - ل(أ  ب)

8) ل(أ- ب) = ل (أ فقط) = ل(أ) - ل(أ  ب)
9) ل(أU ب/)=ل(ب  أ/)/=1-ل(ب  أ/)=1+ ل(أ ب)- ل(ب)
10) إذا كان ف = }أ1، أ2، أ3، …..،أن{
  حيث أ1، أ2، أ3، …..،أن أحداث بسيطة متنافية فإن:

  ل(أ1) + ل(أ2) +……+ل(أن) = 1

  وإذا كان أ1، أ2،……، أن متساوية الاحتمال فإن:

  ل(أ1) = ل(أ2) = …… = ل(أن) = [image: image10.wmf]ن

1

   

11) ل(أ/  ب/)= 1 - ل(أ U ب)

12) ل(أ/ U ب/) = 1 - ل(أ  ب)

13) ل(وقوع أحد الحدثين على الأكثر…) = 1 - ل(أ  ب)

14) إذا كان ن(أ) = م، ن(ف) = ن فإن ل(أ) =  [image: image11.wmf]ن

م


15) ل(أ فقط أو ب فقط) = ل(أ U ب)- ل( أ  ب)

  =ل( أحدالحدثين دون الآخر)
حساب الاحتمال
مثال 3

إذا كان أ،ب حدثين من فضاء العينة لتجربة عشوائية وكان ل(أ) = [image: image12.wmf]6

1

 ،
 ل(أ  ب) =[image: image13.wmf]18

1

 ،   ل(أ U ب)=[image: image14.wmf]9

4


أوجد:

1)  ل(أ  ب-)        2 )  ل(ب-)

الحل 

1) ل(أ  ب-) = ل(أ) - ل(أ  ب)

 = [image: image15.wmf]6
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2) ل(أ U ب) = ل(أ) + ل(ب) - ل(أ  ب)
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ل(ب) =[image: image17.wmf]9
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ل (ت) = 1-ل (ب)

= 1 - [image: image18.wmf]3
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مثال 4

إذا كان أ، ب حدثين متنافيين من فضاء العينة فى تجربة عشوائية ،وكان ل(أ) = 0.26، ل(ب) = 0.33 أوجد:

1)  ل(أ/  ب/)

2)  ل([image: image19.wmf]أ

  ب-)

3) ل(أ  ب/)

الحل
[image: image20.wmf]Q

الحدثان متنافيان     ل(أ  ب) = صفر
 ل( أ U ب) = 0.26 + 0.33 = 0.59

1) ل(أ U  ب/) = 1 - ل(أ  ب) = 1 - صفر = 1

2) ل(أ/  ب/) = 1- ل(أ U ب) = 1 - 0.59 = 0.41
3) ل(أ  ب/) = ل(أ) - ل(أ  ب) = 0.26 - صفر 

           = 0.26
مثال 5


إذا كان ل(أ) = ل(أ/)  ،  ل(ب) =[image: image21.wmf]3

1

  

  ل(أ  ب/) = [image: image22.wmf]12

5

  أوجد كلاً من:

1)  ل(أ)



2) ل(أ U ب)

الحل 

ل(أ/) = 1 - ل(أ)     ل(أ) = 1 - ل(أ/)

[image: image23.wmf]Q

 ل(أ) = ل(أ/)

 2ل(أ) = 1

[image: image24.wmf]\

 ل(أ) = [image: image25.wmf]2

1


ل(أ  ب-) = ل(أ) - ل(أ  ب)
[image: image26.wmf]12
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 ل(أ  ب) = [image: image28.wmf]2
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ل(أ U ب) = ل(أ) + ل(ب) - ل(أ  ب)

 ل(أ U ب) =[image: image29.wmf]2
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مثال 6

سحبت بطاقة واحدة عشوائياً من بين 40 بطاقة مرقمة من 1إلى 40 أوجد احتمال أن البطاقة المسحوبة تحمل رقماً فردياً:

أولاً: يقبل القسمة على 5

ثانياً: يقبل القسمة على 7

ثالثاً: يقبل القسمة على 5 أو 7

الحل 

ن (ف) = 40

أولاً: أ = }5، 15، 25، 35{ 

  ل(أ) = [image: image30.wmf]40

4

10

1

=

                                   

ثانياً: ب =}7، 21، 35{ 

    ل(ب) =[image: image31.wmf]40

3

 

ج = أ U ب = }5، 15، 25، 35، 7، 21{ 

ل(ج) =   [image: image32.wmf]40

6

20

3

=


مثال 7

من مجموعة أرقام العدد 3210، كون عددا مكونا من رقمين مختلفين، وأحسب احتمال أن يكون الحدث عدداً زوجياً أو رقم العشرات فردى.

الحل 

ف = }10، 20، 30، 21، 31، 12، 32، 13، 23{ 

أ = }10، 20، 30، 12، 32{  (العدد الزوجى)

ب = }10، 30، 31، 12، 32، 13}(رقم العشرات فردى)

أ U ب = }10، 13، 30، 12، 32، 20، 31{ 

ل (أ U ب) =[image: image33.wmf]9

7

 

مثال 8

ألقى حجر نرد منتظم مرتين متتاليتين ولوحظ العدد على الوجه العلوى فى كل مرة. اوجد احتمال:

1-أن يكون مجموع العددين أكثر من أو يساوى 10

2-أن يكون أحد العددين 4 والمجموع أقل من 9
3-أن يكون مجموع العددين زوجيا.
الحل 

ف = }(1،1)، (2،1)،……، (6،6) {،ن (ف) = 36

1) نفرض أن أ  هو حدث أن يكون مجموع العددين أكبر من أو يساوي 10 

 أ =}(6،4)،(4،6)،(5،5)،(6،5)،(5،6)،(6،6) {
ل(أ) = [image: image34.wmf]36

6

 =[image: image35.wmf]6

1


2) نفرض أن ب هو حدث أحد العددين 4 والمجموع أقل من 9
ب =}(1،4)،(2،4)،(3،4)،(4،4)،(4،1)،(4،2)،(4،3) {

ل(ب) = [image: image36.wmf]36

7


3) نفرض أن جـ هو حدث أن يكون مجموع العددين زوجيا.

ل(جـ) = [image: image37.wmf]36
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2
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=


مثال 9

حقيبة بها 35 بطاقة مرقمة من 1 إلى 35 سحبت بطاقة واحدة عشوائياً من الحقيبة، احسب احتمال أن يكون العدد المكتوب على البطاقة المسحوبة:

1)  فردياً.


2) زوجيا،ً أو يقبل القسمة على 3

الحل 

ن (ف) = 35

1)
أ = }1، 3، 5، 7، 9، 11، 13، 15، 17، 19، 21، 23، 25، 27، 29، 31، 33، 35{   


 ل(أ) = [image: image38.wmf]35

18


2)
ب =} 2، 4، 6، 8، 10، 12، 14، 16، 18، 20، 22 ،24، 26، 28، 30، 32، 34، 3، 9، 15، 21، 27، 33{

     ل(ب) = [image: image39.wmf]35

23


مثال 10

3 أشخاص س، ص، ع يتنافسون فى سباق، فإذا كان احتمال فوز ص = ضعف احتمال فوز س،و احتمال فوز ع ثلاثة أمثال احتمال فوز س. وأن شخصاً واحداً سيفوز فى السباق، اوجد:

    1) احتمال فوز س
2) احتمال فوز س أو ع
3) احتمال عدم فوز ع
الحل
 نفرض احتمال فوز س = أ، احتمال فوز ص = 2أ، احتمال فوز ع = 3أ
 أ + 2أ + 3أ =1         6أ = 1


 أ = [image: image40.wmf]6

1


ل(س) = أ = [image: image41.wmf]6

1


2) ل(س U ع) = ل(س) + ل(ع) = أ + 3أ = 4أ = [image: image42.wmf]3

2


3) ل(ع/) = 1 - ل(ع)
 ل(ع/)= 1- 3أ = 1 -[image: image43.wmf]2

1

= [image: image44.wmf]2

1

 

المتغيرات العشوائية
* تعريف: المتغير العشوائى
إذا كان ف فضاء عينة لتجربة عشوائية ، ح مجموعة الأعداد الحقيقية فإن أي دالة س:ف  ح تسمى متغيراً عشوائياً معرفاً على ف. 

مدى المتغير العشوائي
هو مجموعة قيم نواتج ف بواسطة س وهي مجموعة جزئية من ح 

 *أنواع المتغير العشوائى

1)
متقطع (وثاب): مداه مجموعة محدودة أو قابلة للحصر من الأعداد الحقيقية 

2) متصل: مداه فترة من الأعداد الحقيقية غير قابلة للحصر( فترة مغلقة    أو مفتوحة )
التوزيعات الاحتمالية
 * التوزيع الاحتمالي المتقطع

إذا كان س متغيراً عشوائياً  مداه المجموعة={س1، س2،……، سن} فإن الدالة د حيث

 د(سر)= ل(س = سر)  لكل ر = 1 ،2 ،..... ،ن تحدد ما يسمى بالتوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المتقطع س والذي يعبر عنه بمجموعة الأزواج المرتبة المحددة لبيان الدالة د

ويمكن كتابة التوزيع الاحتمالى على الصورة
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مع ملاحظة أن
1) سر [image: image46.wmf]£

 صفر. لجميع قيم ر = 1، 2، …..، ن

[image: image47.png]



* التوزيعات الاحتمالية المتصلة 

إذا كان س متغيراً عشوائياً متصلاً مداه فترة مفتوحة أو مغلقة فإننا فى هذه الحالة نهتم بحساب احتمال أن يقع المتغير العشوائي المتصل في فترة جزئية من مداه كان يقع في الفترة المغلقة ]أ ، ب [ . و الاحتمال المطلوب 

[image: image48.png](wzwzig



مساحة المنطقة الواقعة تحت منحنى هذه الدالة و فوق محور السينات في الفترة من أ إلى ب .

 * تعريف دالة كثافة الاحتمال

إذا كان​​ س متغيراً عشوائياً متصلاً فإن الدالة الحقيقية د تسمى بدالة كثافة المتغير العشوائي س إذا كان [image: image49.png](wzwzig



 مساحة المنطقة الواقعة تحت منحنى الدالة وفوق محور السينات  في الفترة من أ إلى ب (المنطقة المظللة) وذلك لكل عددين حقيقيين  أ ، ب حيث أ[image: image50.wmf]³

ب
ملاحظات 

[image: image51.png]



1) منحنى الدالة يقع بكامله أعلى محور السينات
2) المساحة تحت المنحنى وفوق محور السينات بين س =أ، س = ب هى الواحد الصحيح. 

     ولإيجاد [image: image52.png](32 oo 25)0



 فإننا نحسب المساحة فوق محور السينات 

    وتحت منحنى الدالة بين س = جـ، س = د 

تذكر أن
1) مساحة المثلث = (القاعدة × الارتفاع) ÷ 2

2) مساحة المستطيل = حاصل ضرب بعديه

3) مساحة شبه المنحرف = [image: image53.wmf]2

1

 مجموع القاعدتين المتوازيتين × الارتفاع
الوسط الحسابي (التوقع) - التباين-

 الانحراف المعياري للمتغير العشوائي
 * قوانين هامة

اذا كان س متغيراً عشوائيَّ متقطعاً يأخذ القيم س1،س2،......سن باحتمالات د(س1)،د(س2)،....د(سن) على الترتيب فإن
1)
التوقع (الوسط الحسابى) = 
[image: image54.png]



2)
التباين = 2 

[image: image55.png]



3)
الانحراف المعيارى =  

  [image: image56.png]



4) معامل الاختلاف = [image: image57.png]x g Jmll il it
PRI}




ولإيجاد  ،  ،….. نكون جدول من خمسة أعمدة وهى سر، د(سر)، سر . د(سر)، سر2، سر2 .د(سر)
معامل الاختلاف
4) معامل الاختلاف = [image: image58.png]g Jamll il it
PR}




ولإيجاد  ،  ،….. نكون جدول من خمسة أعمدة وهى سر، د(سر)، سر . د(سر)، سر2، سر2 .د(سر)
  تمارين متنوعة
مثال 1


إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متصلاً، و دالة كثافة الاحتمال له هى:

        [image: image59.png]w
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1-
أثبت أن د(سر) دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائى س
2-
أوجد ل(س > 2).
الحل 
د(1) = [image: image60.wmf]28

3

   . د(5) = [image: image61.wmf]28

11


د(2) = [image: image62.wmf]28

5


 المساحة الكلية =[image: image63.wmf]2

1

 ([image: image64.wmf]28

11

 +[image: image65.wmf]28

3

) × 4 = 1

[image: image66.wmf]Q

المنحنى يقع بكامله أعلى محور السينات 

 د(س) دالة الكثافة للمتغير العشوائى س
ل (س > 2) =[image: image67.wmf]2
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مثال 2

إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متقطعاً توزيعه الاحتمالى يحدد بالدالة د( س) = [image: image69.wmf]17

ك

س

+

 

حيث: س = -1، 1، 3، 6 أوجد:

1-
قيمة ك.


2- التوزيع الاحتمالى.

3- الوسط الحسابى والانحراف المعيارى ومعامل الاختلاف.

الحل

د(-1) = (ك -1) ÷ 17

د(1) = (ك + 1) ÷ 17


د(3) = (ك +3)÷  17

د(6) = (ك + 6) ÷17

 (ك -1 + ك + 1 + ك + 3 + ك + 6) ÷ 17 = 1

 (4ك + 9) ÷ 17 = 1


 ك = 2

​التوزيع الاحتمالى
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[image: image72.png]



معامل الاختلاف =([image: image73.wmf]m

s

 × 100)= (2.28 ÷[image: image74.wmf]17

65

) ×100 =59.963%

مثال 3

إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متصلاً دالة كثافة الاحتمال له هى:

[image: image75.png]



أوجد:

1-
قيمة أ
ب- ل( 1<  س  < 2)

الحل 


د(صفر) = صفر              

     د(4) = 4أ
المساحة الكلية = (4 × 4أ) ÷ 2 = 1    [image: image76.png]



 8أ = 1          

أ = [image: image77.wmf]8

1


د(1) = أ       

د(2) = 2أ
ل( 1 > س > 2) = [image: image78.wmf]2

أ

2

أ

1

+

´

 

=[image: image79.wmf]2
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مثال 4
فى تجربة إلقاء قطعة عملة معدنية 3 مرات وملاحظة الوجه الظاهر، إذا كان المتغير العشوائى يعبر عن "عدد الصور" أوجد:

1-
مدى المتغير العشوائى.

2- التوزيع الاحتمالى.

  الحل
ف = } (ص،ص،ص)، (ك،ك،ك)، (ص،ص،ك)، (ك،ص،ص)، (ص،ك،ص)، (ك،ك،ص)، (ك،ص،ك)، (ص،ك،ك) {.

المدى = }صفر، 1، 2، 3  {.

التوزيع الاحتمالى
[image: image81.png]0





مثال (5)

إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متقطعاً توزيعه الاحتمالى معرفا كالآتى:

[image: image82.png]



إذا كان  = 2.6 أوجد قيمة كلاً من أ، ب
الحل
أ + ب = 1



   
    (1)

[image: image83.png]



 2.6 = 2أ + 3 ب



     (2)

من (1) ب = 1 - أ


  (3)وبالتعويض من (3) فى(2)

 2.6 = 2أ + 3(1 - أ).

2.6 = 3 - أ





 أ = 0.4    بالتعويض فى (3)     ب = 0.6.

مثال 6
صندوقان بكل منهما ثلاث كرات مرقمة من 1 إلى 3، سحبت كرة عشوائياًّ من كل صندوق ، وعرف المتغير العشوائى بأنه حاصل ضرب العددين الموجودين على الكرتين المسحوبتين. أوجد التوزيع الاحتمالى والتوقع للمتغير العشوائى.

الحل
ف = } (1،1)، (2،1)، (3،1)، (1،2)، (2،2)،(3،2)، (1،3)، (2،3)، (3،3) {.

المدى = }(1، 2، 3، 4، 6، 9) {.

التوزيع الاحتمالى
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مثال 7
إذا كان معامل الاختلاف لمتغير ما = 8% وكان الوسط الحسابى له يساوى 75فأوجد انحرافه المعيارى وكذلك تباينه.

الحل

معامل الاختلاف = ([image: image86.wmf]m

s

  × 100)% 

8 =([image: image87.wmf]75

s

  × 100)%

 100  = 600




 = 6     التباين
  2 = 36

مثال 8
متغير عشوائى وسطه الحسابى 125، تباينه 25. أوجد معامل الاختلاف.

الحل 

معامل الاختلاف =([image: image88.wmf]m

s

 × 100)% =([image: image89.wmf]125

5

× 100)% = 4  %                
مثال 9
إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متقطعاً مداه = }1، 2، 3، 4{ وكان ل( س= 1) = 0.3، 

ل(س = 3) = 0.4 ، ل(س = 4) = 0.1

أوجد التوزيع الاحتمالى ثم أحسب الوسط الحسابى والتباين والانحراف المعيارى.

الحل
0.3 + ل(س = 2) + 0.4 + 0.1 = 1

 ل(س = 2) = 0.2 

[image: image90.png]



                   = 2.3 

[image: image91.png]



= (1)2 × 0.3 + (2)2 × 0.2 + (3)2 × 0.4 +(4)2 × 0.1 - (2.3)2 

= 6.3 - 5.29 = 1.01.

[image: image92.png]



الانحراف المعيارى =([image: image93.wmf]m

s

 × 100)% 

= ([image: image94.wmf]3

.

2

005

.

1

  × 100)% = 43.7%

مثال 10

إذا كان س متغيراً عشوائياًّ متصلا دالة كثافة الاحتمال له هى:

[image: image95.png]Ve (V4o T}

1 L Sa




أوجد ل (1 < س < 3)

  الحل
د(1) = [image: image96.wmf]40

4


د (3) =[image: image97.wmf]40

10


 = ل(1 > س > 3) =[image: image98.wmf]2
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المتغير العشوائى الطبيعى
هو متغير عشوائى متصل مداه = ح ودالة كثافة احتماله تمثل بالمنحنى الطبيعى (منحنى الجرس أو منحنى كارل جاوس).
خواص المنحنى الطبيعى
* خواص المنحنى الطبيعى
[image: image100.png]3
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1- المنحنى متماثل حول المستقيم س =  
2- له قمة واحدة عند س = 
3- طرفا المنحنى يقتربان شيئاً فشيئاً من محور السينات دون أن يقطعاه 

4- المساحة الواقعة تحت المنحنى الطبيعى وفوق محور السينات تساوى الواحد الصحيح ،(كل جهة من  = 0.5) محور التماثل يقسم المنطقة الواقعة تحت المنحنى وفوق محور السينات إلى قسمين متساويين فى المساحة.
* ملاحظات 

أ- 68.26% من المساحة فوق الفتره 

[  - [image: image101.wmf]s

،  + ].

ب - 95.44% من المساحة فوق الفترة
 [  - 2[image: image102.wmf]s

،  +2 ].

ج- 99.74% من المساحة فوق الفترة
 [  - 3[image: image103.wmf]s

،  +3 ]
حساب الاحتمالات للمتغير الطبيعي المعياري(القياسي)
* المتغير الطبيعى المعيارى (القياسى): (ص)

هو متغير طبيعى فيه  = صفر ،  = 1
* حساب الاحتمالات للمتغير الطبيعى المعيارى القياسى (ص)
لايجاد [image: image104.png]


 نوجد المساحة تحت المنحنى وفوق محور السينات بين س = أ، س = ب مع ملاحظة أن:

1- مساحة المنطقة تحت المنحنى الطبيعى المعيارى وفوق محور السينات تساوى دائماً الواحد الصحيح.

2- قراءات الجدول تبدأ من الصفر. 
3- المنحنى متماثل حول المستقيم  س = صفر ( محور الصادات ).
والمساحة لكل ص
[image: image105.wmf]£

 . = المساحة لكل ص
[image: image106.wmf]³

 . = 0.5.
[image: image107.png]



 * تمارين متنوعة
المجموعة الأولى
إذا كان ص متغيراً عشوائياًّ طبيعيا معياريا فأوجد:
1) ل(ص 
[image: image108.wmf]£

 2)

2) ل(ص [image: image109.wmf]³

 -2)

3) ل(ص <1.37)                                             

4) ل(-2.75 < ص < 1.64)

5) ل(-2.17 < ص < -1)

6) ل(-2.34 [image: image110.wmf]³

 ص [image: image111.wmf]³

 1.64)

حل المجموعة الأولى
1) ل(ص 
[image: image112.wmf]£

 2)

= 0.5 - 0.4772    
= 0.0228

[image: image113.png]



2) ل(ص [image: image114.wmf]³

 -2)

= 0.5 - ل (-2 > ص > صفر)

= 0.5 - 0.4772 = 0.0228

[image: image115.png]



3) ل( ص>  1.37)

= 0.5 + 0.4147 = 0.9147

[image: image116.png]Fmedis

130




4) ل(-2.75> ص > 1.64)=ل(0< ص < 2.75)+ل(0< ص <1.64)

= 0.4970 + 0.4495

= 0.9465

[image: image117.png]2.75- 0 1.64




5) ل( -2.17 > ص > -1)

= ل(0 < ص < 2.17)- ل(0 < ص < 1)

= 0.4850 - 0.3413

= 0.1437

[image: image118.png]2.17- 1-

0




6) ل(-2.34 [image: image119.wmf]³

 ص[image: image120.wmf]³

 2.34)

​= 2ل(.[image: image121.wmf]³

 ص [image: image122.wmf]³

 2.34)

= 2× 0.4904

= 0.9808
[image: image123.png]234- 0 234




المجموعة الثانية
إذا كان ص متغير عشوائياًّ طبيعيا معياريا، فأوجد قيمة ك التى تحقق :

1- ل( ص 
[image: image124.wmf]£

 ك) = 0.1256

 ل(صفر [image: image125.wmf]³

 ص [image: image126.wmf]³

 ك) = 0.5 - 0.1256

 = 0.3744    

 ك = 1.15

[image: image127.png]



2- ل( ص > ك) = 0.7184  [image: image128.png]S d =




 ل( صفر > ص > -ك) = 0.7184 - 0.5 = 0.2184        

 ك = -0.58

[image: image129.png]



3- ل( ص > ك) = 0.9045

 ل( صفر > ص > ك) = 0.9045 - 0.5 = 0.4045

 ك = 1.31

[image: image130.png]3
&
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Y
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4- ل( -1 > ص > ك) = 0.6187

= ل(صفر < ص < ك) + ل(-1 < ص < صفر) = 0.6187
 ل (صفر > ص >ك) = 0.6187- ل( 0> ص > 1)  
 = 0.6187 - 0.3413 

 ك = 0.76

[image: image131.png]



5- ل( - 2.3 > ص > ك) = 0.1067

    ل ( -2.3 > ص > ك ) = ل ( - ك > ص > 2.3 )  

 ل( - ك > ص > 2.3) = ل(صفر< ص < 2.3) - ل(صفر< ص < -ك). 
ل(صفر< ص <-ك) = 0.4893 - 0.1067

= 0.3826

 - ك = 1.19      ك = -1.19
[image: image132.png]



   حساب الاحتمالات للمتغير الطبيعى غير المعيارى
 (غير القياسى): (س)

يلزم التحويل للمتغير الطبيعى المعيارى (س) باستخدام القاعدة:

ص =   [image: image133.wmf]s

-

m

س


المجموعة الثالثة
1-
إذا كان س متغيراً عشوائياًّ طبيعياً متوسطه 0.35 وتباينه 0.25 أوجد:

أ- ل(س 
[image: image134.wmf]£

 0.1)

ب- ل(-0.35 
[image: image135.wmf]³

س 
[image: image136.wmf]³

 0.95).

الحل

أ- ل ( س 
[image: image137.wmf]£

 0.6)

= ل( ص 
[image: image138.wmf]£

 [image: image139.wmf]5

.

0

6

.

0

35

.

0

-

 (

= ل(ص 
[image: image140.wmf]£

 0.5) = 0.5 - 0.1915 

= 0.3085

[image: image141.png]3
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ب- ل(-0.35 
[image: image142.wmf]³

 س 
[image: image143.wmf]³

 0.95)

= ل([image: image144.wmf]5

.

0

35

.

0

35

.

0

-

-

  < ص <[image: image145.wmf]5

.

0

95

.

0

35

.

0

-

 )

= ل(-1.4 > ص> 1.2) = 0.3849 +0.4192

   = 0.8041

[image: image146.png]



2-إذا كان س متغيراً عشوائياًّّّّّّّّ طبيعياً متوسطه = 17 وانحرافه المعيارى = 4 أوجد قيمة ك بحيث: 

أ- ل( س 
[image: image147.wmf]³

 ك) = 0.9115.

ب- ل(س < ك) = 0.3413.

الحل
أ- ل( س 
[image: image148.wmf]³

 ك) = 0.1915

ل (ص 
[image: image149.wmf]³

 [image: image150.wmf]4

ك

17

-

) = 0.1915

 ل( ص  
[image: image151.wmf]³

  [image: image152.wmf]4

17

ك

-

) = 0.1915

                      [image: image153.png]



ل( صفر
[image: image154.wmf]³

  ص 
[image: image155.wmf]³

 [image: image156.wmf]4

17

ك

-

 ) = 0.5 - 0.1915 
= 0.3085 

 [image: image157.wmf]4

17

ك

-

 = 0.87

 17 - ك = 3.48.

 ك = 13.52

[image: image158.png]3
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ب- ل( س < ك) = 0.3015

 ل( ص >[image: image159.wmf]4

ك

17

-

) = 0.3015

 ل(صفر >ص > [image: image160.wmf]4

ك

17

-

 ) = 0.5 -0.3015= 0.1985

  [image: image161.wmf]4

ك

17

-

 = 0.52

  ك = 19.08
[image: image162.png](%
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3-
أوجد قيمة كلاً من
أ- ل( س < ).


ب- ل( س<  + 2[image: image163.wmf]s

)

ج- ل( - 3[image: image164.wmf]s

 > س >  + [image: image165.wmf]s

)

الحل
أ- ل (س < ) = ل (ص<[image: image166.wmf]s

m

-

m

 ) 
= ل(ص < صفر) = 0.5

ب- ل(س <  + 2[image: image167.wmf]s

)

= ل (ص < [image: image168.wmf]s

m

+

s

-

m

2

 (
=ل( ص  < 2 )

= 0.5 - 0.4772 = 0.0228

[image: image169.png]novrmedis





ج- ل (  - 3[image: image170.wmf]s

  >س >  + [image: image171.wmf]s

)

= ل([image: image172.wmf]s

m

-

s

-

m

3

 > ص > [image: image173.wmf]s

m

+

s

-

m

  ) 
= ل( -3 > ص > 1)

= 0.4987 + 0.3413 = 0.8400

[image: image174.png]



4- إذا كان ارتفاع مياه الأمطار خلال شهر ما يتبع توزيع طبيعى وسطه الحسابى  = 5 سم، تباينه = 9سم2. أوجد احتمال أن يكون ارتفاع الأمطار فى مثل هذا الشهر فى العام التالى :

أ- أكبر من 8 سم.

ب- بين 2سم، 11سم.

الحل
  = 5           

 = 3

أ- ل( س< 8) = ل(ص > [image: image175.wmf]3

8

5

-

)

= ل( ص < 8) = 0.5 - 0.3413 

= 0.1587

[image: image176.png](b}
&






ب- ل( 2 > س > 11 )=ل([image: image177.wmf]3

2

5

-

>

ص[image: image178.wmf]>

-

3

11

5

)


  =ل ( -1 > ص > 2 )


  =0.3413+0.4772=0.8185

[image: image179.png]


 

5- إذا كان س متغيراً عشوائياًّ طبيعياوسطه الحسابى  = 17، انحرافه المعيارى  = 2 
أوجد
أ- ل( 16> س > 20 )       ب- ل( س> 15).

الحل
أ- ل( 16> س > 20 )=ل([image: image180.wmf]2

16

17

-

< ص <[image: image181.wmf]2

20

17

-

)        
= ل(-0.5 > ص >1.5)

= 0.1915 + 0.4332

= 0.6247

[image: image182.png]



ب- ل( س > 15)=ل(ص > [image: image183.wmf]2

15

17

-

)

= ل( ص > -1)

= 0.5 + 0.3413 = 0.8413.

[image: image184.png]§
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6- إذا كان الدخل الشهرى لمجموعة مكونة من 400 عامل يتبع توزيعا طبيعا وسطه الحسابى 250 جنيها وانحرافه المعيارى 25 جنيها فأوجد عدد العمال الذين يقل دخلهم عن 304 جنيهات.

الحل
 =25 جنيها
           = 250 جنيها 

العدد الكلى = 400

ل( س < 304)

= ل( ص < [image: image185.wmf]25

304

250

-

)

= ل(ص < 2.16) 
= 0.5 + 0.4846 = 0.9846

العدد الكلى = 0.9846 × 400 [image: image186.wmf]»

 394 عاملا
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7- إذا كان س متغيراً عشوائياًّّ وسطه الحسابى   = 45 وانحرافه المعيارى    = 4 فأوجد قيمة ك إذا كان:

ل( س < ك) = 0.1587

الحل
  = 4 

 = 45

 ل( س > ك) = 0.1587

     ل(ص > (ك - 45) ÷ 4) = 0.1587

     ل( صفر > ص > ((ك - 45)÷ 4)) = 0.5 - 0.1587
 = 0.3413

    ك = 49

[image: image188.png])
&
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8- إذا كانت أوزان الطلاب فى أحدى الكليات تتبع توزيعا طبيعياًًّ وسطه الحسابى   = 68 كجم، تباينه 16 كجم2. فأوجد:

أ- احتمال أن يكون الوزن أكبر من 70 كجم.

ب- النسبة المئوية للطلاب الذين تقع أوزانهم بين 65 كجم، 72 كجم.

ج- عدد الطلاب الذين يزيد وزنهم عن 66 كجم وذلك إذا كان عدد طلاب الكلية = 2000 طالب.

الحل
أ- ل( س < 70)

[image: image189.wmf]Q

m

 = 68 ، [image: image190.wmf]s

 =  16          
[image: image191.wmf]\

 [image: image192.wmf]s

 = 4

[image: image193.wmf]\

 ل(ص> [image: image194.wmf]4

70

68

-

)

= ل(ص < 0.5)

= 0.5 -0.1915= 0.3085

[image: image195.png]M
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ب- ل(65 > س > 72)=ل([image: image196.wmf]4

65

68

-

 < ص<[image: image197.wmf]4

72

68

-

)

= ل(-0.75 > ص > 1)

= 0.2743 + 0.3413 = 0.6156

النسبة المئوية = 0.6156 × 100% 

= 61.56%.

[image: image198.png]



ج- ل( س < 66)

=ل(ص > [image: image199.wmf]4

66

68

-

) = ل( ص < -0.5) 

= 0.5 + 0.1915= 0.6915

العدد = 0.6915 × 2000 = 1383

[image: image200.png]),
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9- وجد أن أطوال نوع معين من النبات تكون موزعة حسب التوزيع الطبيعى بمتوسط قدره 50 سم وانحراف معيارى  . فإذا علم أن أطوال 10.56% من هذا النبات أقل من 45 سم. فأوجد التباين لأطوال هذا النبات.
الحل
ل (س > 45) = 0.1056=ل(ص<[image: image201.wmf]s

-

45

50

)

 ل (ص < [image: image202.wmf]s

-

5

 ) = 0.1056

 ل( ص < [image: image203.wmf]s

5

) = 0.1056

 ل( صفر > ص > [image: image204.wmf]s

5

 ) = 0.5 -0.1056=0.3944

[image: image205.png]1.25






[image: image206.wmf]\

 [image: image207.wmf]s
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 2 = (التباين) =(4)2 = 16
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10- إذا كانت درجات الطلاب فى إحدى الامتحانات تتبع  توزيعا طبيعيا بمتوسط قدره 61 درجةوانحراف معيارى =12،
فإذا كان 19% يحصلون على تقدير ممتاز. فأوجد أقل درجة لكى يحصل الطالب على تقدير ممتاز.

الحل
نفرض هذه الدرجة = ك
 ل(س < ك) = 0.19

 ل( ص < [image: image209.wmf]12

ك

61

-

) = 0.19

[image: image210.wmf]\

 ل(صفر< ص < [image: image211.wmf]12

ك

61

-

)= 0.5 - 0.19
[image: image212.wmf]\

 ل(صفر < ص < [image: image213.wmf]12

ك

61

-

)= 0.31

     [image: image214.wmf]\

-

=

12

ك

61

88

.

0
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  ك - 0.61 = 0.88 × 12

     [image: image216.wmf]\

 ك - 61 = 10.56

     [image: image217.wmf]\

 ك = 71.56 وهي أقل درجة لكي يحصل الطالب على تقدير ممتاز .
الارتبــاط
 * تعريف الارتباط

الارتباط هو علاقة بين متغيرين ،أو أكثر ،ويقاس الارتباط بمعامل الارتباط "ر" حيث -1 [image: image218.wmf]³

ر [image: image219.wmf]³

 1

 * أنواع الارتباط
1-
طردى: صفر > س[image: image220.wmf]³

 1.

2-
عكسى: -1[image: image221.wmf]³

 س < صفر.
ملاحظات
1- إذا كان ر = صفر 



لا ارتباط
2- إذا كان ر = 1



ارتباط طردى تام
3- إذا كان ر =-1



ارتباط عكسى تام
 * درجات الارتباط
1-
ضعيف: صفر > ر > 0.4 أو -0.4 > ر > صفر.

2-
متوسط: 0.4 [image: image222.wmf]³

 ر [image: image223.wmf]³

0.6    أو -0.6[image: image224.wmf]³

 ر[image: image225.wmf]³

 -0.4.
3-
قوى: 0.6 > ر< 1 أو -1 > ر > -0.6
 * معامل ارتباط بيرسون
[image: image226.png](08— (v —20) = o e 1
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حيث ن عدد قيم كل من المتغيرين  ولإيجاد معامل الارتباط بهذه الطريقة نكون جدولاً من 5 أعمدة وهى س، ص ،س ص ،س2 ،ص2

مثال1

من بيانات الجدول الآتى، أوجد معامل ارتباط بيرسون بين قيم س، ص مبيناً نوعه ودرجته.

[image: image227.png]10





الحل
[image: image228.png]



ن = 7
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ر= 35 ÷ ( (112) x (96) ) = 0.34    طردي ضعيف
معامل ارتباط الرتب لسبيرمان
* معامل ارتباط الرتب لسبيرمان
فى هذه الطريقة نوجد معامل الارتباط بين رتب القيم ، وليس بين القيم نفسها.

خطوات الحل
1-نرتب كل من أزواج القيم بنفس الترتيب   
 (تنازلياً معاً أو تصاعدياًّ معاً).
مع ملاحظة أنه إذا اشترك اثنان أو أكثر فى رتبة تعطى لكلًّ منهما المتوسط الحسابى لهذه الرتب.

2-
2- نكون جدولاً من أربعة أعمدة وهى: رتب س، رتب ص، ف، ف2 حيث ف تعنى الفرق المطلق بين الرتب.

3-
نستخدم القانون:
[image: image232.png]



حيث ن عدد الأزواج المرتبة
تمارين متنوعة
مثال 1

من بيانات الجدول الآتى:
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احسب معامل ارتباط الرتب لسبيرمان بين س، ص.

الحل
 ن = 6 
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     ر = 1-( 6 × 49.5) ÷ (6 ×35)

     ر = -0.41 ضعيف
مثال 2

من بيانات الجدول الآتى:
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1-
أوجد معامل ارتباط بيرسون.

2-
أوجد معامل ارتباط الرتب لسبيرمان.
3-
قارن بين معامل الارتباط فى الحالتين.
الحل
1- بيرسون:
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ن = 6

[image: image238.png]R iman A 4O

fo 2y Co = o) [ s> L




[image: image239.png]YAX¥L- YT L

=

M ERIESY AN TIPERIUEEN




[image: image240.png]¥4 x ¥4 - YW x 1

[ha- x vl

Covi-vam )

vl = )

JAM =

[ vey ]

VY

VEY

VA, YE





2  - سبيرمان:
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ن = 6
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3- قيمة ر فى الحالتين متقاربة ولكن ليست متساوية.

مثال 3

إذا كان مجـــ س = 14، مجـــ ص = 9،  

 مجـــ س ص = 192،   مجــ س2 = 252



مجـــ ص2 = 171  ، ن = 7

أوجد: معامل ارتباط بيرسون.

الحل
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 ر = 0.9
خط الانحدار
* الانحدار
إذا كان الارتباط قوياً قربت قيم المتغيرين من خط مستقيم يمثل العلاقة بينهما يسمى خط الانحدار
طريقة المربعات الصغرى
* شكل الانتشار
هو مجموعة منفصلة من النقط (أزواج مرتبة بين س، ص) ممثلة بيانياً فى المستوى حيث يمثل المحور الأفقى قيم أحد المتغيريين وليكن س ويمثل المحور الرأسى قيم المتغير الآخر ص فنحصل على شكل يوضح انتشار النقط فى المستوى يسمى شكل الانتشار وباستخدام طريقة المربعات الصغرى، يمكن إيجاد معادلات الانحدار.
[image: image248.png]



* معادلة خط انحدار ص على س (لتقدير قيمة ص عند أى قيمة لـ س )
ص = أ س + ب حيث أ ميل المستقيم ( معامل انحدار ص على س )، 

ب هو طول الجزء الذى يقطعه المستقيم من المحور الرأسي
[image: image249.png]



طرق مختصرة لإيجاد خطوط الانحدار
* معادلة خط انحدار س على ص (لتقدير قيمة س عندأى قيمة لـ ص 

س = جـ ص + د
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العلاقة بين معامل الارتباط ومعاملى الانحدار
ر2 = أجـ
حيث " ر " تأخذ نفس إشارة كل من أ ، جـــ.

ملحوظة
عند إيجاد معادلات الانحدار، نكون جدولاً من 5 أعمدة وهى س، ص، س ص، س2، ص2.
أمثلة متنوعة
مثال1

1- إذا كان معامل انحدار ص على س هو -0.25، معامل انحدار س على ص هو -0.81. أوجد معامل الارتباط الخطى بين س، ص وحدد نوعه.

الحل
أ= -0.25




جـــ = -0.81

ر2 = أجـ      = -0.25 × -0.81 = 0.2025

[image: image251.png]


 = -0.45

ارتباط عكسى متوسط.

مثال2

إذا كان معامل انحدار س على ص هو 1.21، معامل الارتباط الخطى بين س، ص هو 0.33  أوجد معامل انحدار ص على س.

الحل
جــــ = 1.21



ر = 0.33



ر2 = أجـ


 أ = (0.33)2 ÷ 1.21 = 0.09.

مثال3

من بيانات الجدول الآتى:

[image: image252.png]



أ- قدر قيمة س عندما ص = 5 باستخدام معادلة انحدار مناسبة.

ب- أوجد معادلة خط انحدار ص على س.

جــ- أوجد معامل الارتباط الخطى بين س، ص باستخدام معاملى الانحدار.

د- أوجد معامل ارتباط بيرسون.

هـ- قارن بين النتيجة فى جــ، د.

الحل
[image: image253.png]



ن = 6

أ) س = جــ ص + د
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د = 10.43

  [image: image255.wmf]\

 س = -1.63 ص + 10.43

    عندما ص = 5  س = -1.63×5 + 10.43 = 2.28.

ب) ص = أس + ب
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 ب = 6.31

   ص = -0.595 س + 6.31

جـ ) ر2 = أجـ
= - 0.595 × -1.63

  [image: image260.wmf]\

 ر2 = -0.98 .

د)
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هـ ) قيم ر الناتجة فى جــ، د متساويتين.

مثال 4

إذا كان مجـــ س = 50، مجـــ ص = 60، 

مجـــ س ص = 361، مجـــ س2 = 310، 

 

  مجـــ ص2 = 498، ن = 10. 

أوجد
 أ- معادلة خط انحدار ص على س
 ب- تقدير قيمة س عندما ص = 8

الحل
1-
معادلة انحدار ص على س هي : ص = أس + ب
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 ص = [image: image263.wmf]60

61

 س + 0.92

ب)  س = جــ ص + د
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 س =  [image: image265.wmf]138

61

 ص + 2.35

عندما ص = 8  
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