
 الهندسة الفراغية     شعبة الرياضيات− القسم العلمي −الصف الثالث الثانوي 
 

 
 ناتبالثانوية للرسة أجا دم  )١(    �/ أ إعداد 

 

 :مفاهيم ومسلمات* 
 .أي نقطتين مختلفتين يمر بهما مستقيم وحيد) ١(
 .كل ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة يمر بها مستوى وحيد) ٢(
 ., فإن المستقيم يقع بأكمله في المستوىكثر من نقطةأإذا اشترك مستقيم ومستوى في ) ٣(

 :تعيين المستوى* 
 :يتعين المستوى بأي من الحالات الآتية

  )٢(  )١( 

     
 »مستقيم ونقطة خارجه«  »ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة«  

  )٤(  )٣( 

     
 »مستقيمين متوازيين«  »مستقيمين متقاطعين«  

 :الأوضاع النسبية لمستقيمين في الفراغ* 
 .وفي هذه الحالة يمكن أن يحتويهما مستوى واحد... : المستقيمان متقاطعان) ١(
 .وفي هذه الحالة يمكن أن يحتويهما مستوى واحد: ... وازيانالمستقيمان مت) ٢(
 .وفي هذه الحالة لا يمكن أن يحتويهما مستوى واحد: .. المستقيمان متخالفان) ٣(
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 » متخالفان1g ,2gالمستقيمان «
2 1Bg gT= ,2gSF ,{ } 1B gh S= 

4     
2        إذا كان  1Bg gT=2:  ويمكن أن يحتويهما مستوى واحد فإن 1g| g. 
2        إذا كان  1Bg gT=1:  ولا يمكن أن يحتويهما مستوى واحد فإنg ,2gمتخالفان . 

 :الزاوية بين مستقيمين متخالفين* 
 .خرًهي الزاوية بين أحدهما والقاطع له موازيا الآ

 
 
 
 

1g ,2g غير مستويين( متخالفان( ,2g|3g) مستويان( ,{ } 3 1Bh g g= لذلك ,
 .1g ,2g هي الزاوية بين 1g ,3g بين iفإن الزاوية 

ٍ, ويقال عندئذ أن 1gn2g, فإن 1gn3gوإذا كان 
1g,2gمتخالفان على التعامد . 

 :الأوضاع النسبية لمستقيم ومستوى في الفراغ* 
 :للمستقيم والمستوى في الفراغ ثلاثة أوضاع, هي

]

]
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  )٣( 

   »المستقيم يقع بأكمله داخل المستوى«  
  Bf h f h S=q q  »المستقيم يقطع المستوى في نقطة« 

  .S F f hq.  .{ } Bf f h S= q. 
 
 
 

 »المستقيم يوازي المستوى«
Bf h ST= q أي   S | f hq 

 : في الفراغيينالأوضاع النسبية لمستو* 
 :يوجد لمستويين مختلفين ثلاثة أوضاع في الفراغ, هي

 

   
 »المستويان متقاطعان«  »المستويان متوازيان«  

  B ST W=   أي|SW  .BSW f h =q. 
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 »المستويان متطابقان«
SW  SW|  كما يمكننا القول أن=

 :أمثلة* 
 f][ المستوى h~: في الشكل المقابل) ١(

 أكمل ما يأتي: ًأولا
(h B  ] hq المستوى ][f= 

(f B  []q المستوى f]h= 
([ B  f]q المستوى []h= 
 =h[f المستوى f][ Bالمستوى  [)

(i  المستوىB ][fتوى  المس[]h= 
 =h[] المستوى B f]hالمستوى  ,)

 =f][المستوى B[]h المستوى B f]h المستوى .)
 .أذكر ثلاثة أزواج من المستقيمات المتخالفة: ًثانيا

 : التاليفي الشكل ) ٢(
}=Sتوى ـ المـــــسB gيم ــالمـــــستق }h, g J [xf بحيـــــث [h fh=رســـــم ,ُ 

i[  | ]f  :, أثبت أن[S J ix حيث ُُ
 . على استقامة واحدة[ixhx النقط ً:أولا
 . متوازي الأضلاعi[]f الشكل :ًثانيا
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  )٥( 

 :الفكرة
اثبات أن ثلاث نقـط في الفـراغ تقـع عـلى 

ت أن الـثلاث نقـط استقامة واحدة, يقتضي اثبا
تقع في مستويين مختلفين, ومن ثم فهي تقع على 

 ).على استقامة واحدة(خط تقاطع المستويين 
 :الحل

i[ | ]f    ُ  eُ. 
i[ x ]f  E ُ  W يعينان مستوى واحد وليكن ُ 

E النقطتان ix] تنتميان إلى خط تقاطع المستويين WxS).................١( 
WF[fQ ,[fQلكن  Jh       E  WJh , e SJh 

E Jh  خط تقاطع المستويينWxS).........................................٢( 
 . على استقامة واحدة[ixhxينتج أن النقط ) ٢(, ) ١(من 

i] ينتج أن f]h ,[ihق المثلثين من تطاب f]= , .....أكمل 

 :بعض الملاحظات الهامة
 :ل حجرة الدراسة ولاحظ الآتيّتأم

 .جميع المستقيمات الرأسية متوازية فيما بينها) ١(
 . بينهاجميع المستويات الأفقية متوازية فيما) ٢(
 .ليس من الضروري أن تتوازى المستقيمات الأفقية) ٣(
 .ليس من الضروري أن تتوازى المستويات الرأسية) ٤(
 .المستقيمان المتوازيان أو المتقاطعان يجمعهما مستوى واحد) ٥(
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 :توازي مستقيمين* 
 : أنهما متوازيان إذا كان1g, 2g) يجمعهما مستوى واحد(يقال لمستقيمين مستويين 

2 1gB gT= ,2  أ 1g g=أي منطبقان . 

 :حقيقة هندسية* 
 .المستقيمان الموازيان لثالث في الفراغ متوازيان

 :ةشهيرت الجسمابعض الم
 :المنشور* 

 »ًع موازيا لنفسه في اتجاه ثابتهو الجسم المتولد من انتقال سطح مضل«

     
 »منشور خماسي«  »منشور رباعي«  »منشور ثلاثي«  

 .يسمى سطح المضلع في وضعه الابتدائي والنهائي بقاعدتي المنشور •
 .ًيقال أن المنشور مائلا إذا كان الاتجاه الثابت يميل على سطح المضلع •
 .دي على سطح المضلعًيقال أن المنشور قائما إذا كان الاتجاه الثابت عمو •

 :ويلاحظ أن
 .قاعدتا المنشور متوازيتان ومتطابقتان •



   الهندسة الفراغية     شعبة الرياضيات− القسم العلمي −الصف الثالث الثانوي 
 

 
  )٧( 

 .الأحرف الجانبية للمنشور قطع مستقيمة متوازية ومتساوية في الطول •
 .وجه المنشور عبارة عن سطح متوازي الأضلاع •
 .ًوجه المنشور عبارة عن سطح مستطيل إذا كان المنشور قائما •
 .عمودي بين قاعدتيهارتفاع المنشور يساوي البعد ال •

 :حالات خاصة
 :متوازي السطوح* 
هو منشور سطح كل من قاعدتيه متوازي  •

 .الأضلاع
 قطر متوازي السطوح هو قطعة مستقيمة •

 . وعددها أربعة–تصل بين رأسين ليسا في مستوى واحد 
 .ًأقطار متوازي السطوح تتقاطع جميعا في نقطة واحدة, هي منتصف كل منها •

 :تطيلاتمتوازي المس* 
هو منـشور قـائم كـل مـن قاعدتيـه سـطح  •

 .مستطيل
 هي uxwxsأبعاد متوازي المستطيلات  •

ـــة في رأس  ـــة أحـــرف متلاقي أطـــوال ثلاث
 .واحدة

 =u2(w+s) الارتفاع O محيط القاعدة =مساحته الجانبية  •
 =2(su+uw+ws)مساحته الكليـة  •
uwsحجمــــــــــــــه  • 2  طــــول قطــــره ●    = 2 2 u+ w+ s b = 
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 :المكعب* 
, هو متوازي مستطيلات تساوت أبعاده الثلاثة •

 .ً مثلا−  gطول كل منها 
 .ن أوجهه الستة مربعكل وجه م •
 =2g4مساحته الجانبية  •
2g6مساحته الكليـة  • = 
3gحجمــــــــــــــه  • b 3   طــــول قطــــره ●      = g = 

 :الهرم* 
اتحاد القطع المستقيمة المرسومة من نقطة هو  •

خارج مستوى معلوم إلى جميع نقط منطقة 
 .مضلعة في المستوى المعلوم

... سمى الهرم حسب عدد أضلاع قاعدته يُ •
 .إلخ... رباعي .. ثلاثي 

ً رأس الهرم, ويقرأ الهرم ويكتب ابتداء من رأسهlتُسمى النقطة  • ُ ُ. 
hlتُسمى القطع المستقيمة  • ُ ,flُ ,[lُ , ...الأحرف الجانبية للهرم. 
 .كل وجه من أوجه الهرم الجانبية عبارة عن مثلث •
 .ارتفاع الهرم هو طول العمود النازل من رأسه إلى قاعدته  •
هو هـرم ثلاثـي أطـوال أحرفـه : الهرم الثلاثي المنتظم •

ويكون كل وجه من أوجهه الأربعـة الستة متساوية, 
مثلث متساوي الأضـلاع, وارتفاعـه يلاقـي قاعدتـه 
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 ).نقطة تلاقي متوسطاتها(عند مركزها الهندسي 
hl& هرم ثلاثي, fhl]: في الشكل المقابل: مثال J hُ, 

fl J f& ُ ,&[l J [ ُفإذا كان ,: 
B Q [h{ } Q &] [& h=, 

B Q [f{ } Qi [ f&&=, 
B Q fh{ } Q &, f& h=,أثبت  
  تقع على استقامة[xix,أن النقط 
 .واحدة

 :فكرةال
 اثبات أن ثلاث نقط في الفراغ تقع على استقامة واحدة, يقتضي اثبات

 . أن الثلاث نقط تقع في مستويين مختلفين, ومن ثم فهي تقع على خط تقاطع المستويين
 :الحل

e. Q[h J ]   E J] المستوى [fh, 
 ,fh] المستوى Q[f J i   E Ji :بالمثل
Qf: بالمثل h J ,   E J , المستوى [fh 
]Q :كذلك h&  J ]&      E J] المستوى &[fh& &, 
]Q :بالمثل f J i& &   E Ji المستوى &[f h& &, 
Qf: بالمثل h&  J ,&   E J , المستوى &[fh& & 

 أكمل... 
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 توازي مستقيم ومستوى
 }البرهان مقرر{ ):١(نظرية 

ًإذا وازى مستقيم مستويا فإنه يوازي جميع المستقيمات التي تنشأ عن تقاطع هذا المستوى «
 .»مع المستويات التي تحتوي ذلك المستقيم

S|g ,WFg ,Q :المعطيات Bf h W S= 
gQf|:  أثبت أن:المطلوب h 
e S|g    BS :البرهــان g E= 

 EQ Bfh g=      لأنQSF fh  
e g ,Qf h WF) يجمعهما مستوى واحد وغير متقاطعين( 

 E|gQf h. 

 :سيةحقيقة هند* 
ًإذا وازى مستقيم خارج مستوى مستقيما «

 .»في المستوى فإنه يوازي ذلك المستوى
Qf h \SF,Q][ SF ,Qf h|Q][  
EQf h|S. 

 :نتائج هامة* *
 :)١(نتيجة
ًإذا وازى مستقيم مـستويا, فالمـستقيم الـذي «

ــا  ــستوى موازي ــط الم ــن نق ــة م ــأي نقط ــر ب ًيم
 .» في المستوىالمستقيم المعلوم يقع بأكمله

 

*

* *
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Qf h|S ,SJ[ ,Q][ |Qf h    E Q][SF 
 ):٢(نتيجة
قطع مستوى كل من مستويين متـوازيين إذا «

 .»َّفخطا تقاطعه معهما يكونان متوازيين
SBU=Qf h ,WBU=Q][ , 

W|S    E Qf h|Q][ . 
 ):٣(نتيجة
إذا قطــع مــستقيم أحــد مــستويين متــوازيين «

 .»فإنه يقطع الآخر
W|S ,SBg={ }h 

E WBgXT  أيWBg={ }f 
 ):٤(نتيجة
إذا توازى مستقيمان ومر بكل منهما مستوى «

ًوتقطع المستويان كان خـط تقـاطعهما موازيـا 
 .» المستقيمينهذين

2 1g | g ,1S F g, 
 2W F g ,WBSg = 

2 1g | g | g E. 

* ** * *

** *

*
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 ):٥(نتيجة
ــــستويين « ــــن م ــــل م ــــستقيم ك إذا وازى م

 .»متقاطعين فإنه يوازي خط تقاطعهما
S|g ,W|g ,WBS&g = 

g |g E&. 
 ):١(مثال
Q&h h ,Qf f& ,Q[   ثلاثة مستقيمات متوازية&]

 ليست في مستوى واحد, قطعها المستويان
 ,xfxh ,&h ,&f] في WxSزيان المتوا

 : على الترتيب, أثبت أن&]
[fh z`&[f h  z& &. 

e Q&h :الحل h|Qf f&  E يعينان هما 
ffh& مستوى واحد h& ,e W|S 

E fhُ|&fh& ُ   E الشكل &ffh h&   متوازي الأضلاع Efh=&f h&) ............. ١( 
 : بالمثل

 
 
 
 
 

** * *
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 ):٢(مثال
][fhlهرم رباعي قاعدته شبه منحرف فيه  

[f | ]h ُُاستنتج ,: 
 fhl ,][lخط تقاطع المستويين : ًأولا
 hl ,[fl[خط تقاطع المستويين : ًثانيا
 fhl ,][l المستويين e Jl :الحل

E Jl ١........... (............ خط تقاطعهما( 
e Qf hFالمستوى fhl ,][QFالمستوى ][l 
 ,Qf hB][Q{ }i =    E Jiالمستويين   خط تقاطعfhl ,][l.. .....) .٢( 

l=Qi][ المستوى fhl B المستوى  :ينتج أن) ٢(, ) ١(من  l 
e Q[fQ  |  ]h  ,Q] hFالمستوى ]hl 
 ,[fQFالمستوى [fl 

E خط تقاطع المستويين ]hl ,[flيوازي  
Q[fQكل من   x  ]h ) .................. ٣( 

e Jlكلا المستويين  
Jl E ٤................. ( إلى خط تقاطعهما( 

ــتج أن خــط تقــاطع المــس) ٤(, ) ٣(مــن   l هــو مــستقيم يمــر بالنقطــة hl ,[fl[تويين ين
Q[fQويوازي كل من   x  ]h  

 ):٣(مثال
guws ,هرم ثلاثي ws Jlُ بحيث ls1

2 wl= رسم مستوى يمر بالنقطة ,ُl موازيا ً
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 :, أثبت أن; في k ,gsُ في usُ ويقطع guwالمستوى 
١ (;kl zCguw z 
2*(guwz)إذا كانت ) ٢ 270Y = 

 .*(klz;)احسب 
 :الحل

e المستوى  ;kl | المستوى guw 
 uws    E klُ| uwُوالمستوى 

E kl lsks1
3 uw us ws= = =..  ) ..................١( 

 :بالمثل
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 ):٤(مثال
][fh ,هرم ثلاثي fh Jsُ ,[h Jwُ,]h Juُ, 
fQ]فإذا كان  |wQsوكان , 

Q]fQ  B us={ }i, 
Q][Q  B uw={ },, 

 wQs|  ,iQ: أثبت أن
 :الحل

e Q Q,w B is={ }u,  E Q Q,w x is يعينان مستوى واحد ,iws. 
 :بالمثل

e [fQ |wQs ,FwQs المستوى ,iws ,F[fQ 
 E      = المستوى             Bالمستوى              

 :تمارين
)١ ([xfxh ثلاث نقط مختلفة تنتمي إلى مـستقيم واحـد g ,g~l رسـم ,ُQhl ,Qfl ,

Q[l تقطع مستوى S مواز للمستقيم ٍg في ,xix]أثبت أن. على الترتيب : 
[f fh:=,i i]:. 

 شــــكل guws: في الــــشكل المقابــــل) ٢(
ُربــاعي أضــلاعه ليــست مــستوية, رســم 

, Qus ,Qgw يــوازي Dالمــستوى 
 Qws ,Quw ,Qgu, Qsgويقطع 

iki,:  على الترتيب, أثبت أنkxlx,xi في 
gw us1= + 
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fh][&: في الشكل المقابـل) 3( ][fh&& &  
 نقطــة تقــاطع lمتــوازي الــسطوح, 

h[ منتصفات 'kxgxأقطاره,  ُ, 
&]h ُ ,]f  . على الترتيبُ

 k'glالشكل : أثبت أن
 . متوازي الأضلاع

 :تمرين مشهور* 
ات متوازيــة بمــستقيمين, فــإن ويُإذا قطعــت عــدة مــست«

 .»أطوال القطع المحصورة بينها تكون متناسبة
U|W|S ,1g ,2gقاطعين لها : 

E fhi]
,i [f= V [f fh[h

,] ,i i]= = 
f]: إذا كان● fh=فإن , :,i i]= 

 
 

 }بدون برهان {):٢(نظرية 
إذا تقــــاطع مــــستقيمان في مــــستوى وكانــــا «

مـــوازيين لمـــستقيمين متقـــاطعين في مـــستوى 
 .»فإن المستويين متوازيانآخر, 
[QQi: إذا كان  | fh ,QQ,]  | [hفإن : 

W|S. 
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  )١٧( 

 ):١(مثال
[fhl ــنقط ــي, أخــذت ال  ,, i, [ُ هــرم ثلاث

ــلى الأحــرف  hlع ُ ,flُ ,[lُ ــب ــلى الترتي  ع
l,: بحيــث il ]l1

2 [, fi h]= = : , أثبــت أن=
 .fh] المستوى |[i,المستوى 
   :الحل

e il ]l1
3 fl hl= =  E            ) .............١( 

e ,l il1
3 [l fl= =  E            ) .............٢( 

  :ينتج أن) ٢(, ) ١(من 
 ):٢(مثال

l;ُ, ورسـمت J [fُ;ُفي المثال السابق, إذا أخـذت النقطـة  i, فقطعـت ُ , أثبـت k في ُ
[k ً:أولا  : أن ُ|;h k]3 :ًثانيا        .ُ ;h=. 

   :الحل
e المستوى ;hl قاطع للمستويين المتوازيين ,i] ,[fh 

 E     |        E ]l1  
3    hl= =    E 

 ):٣(مثال
][fh ,هرم ثلاثـي [f Jlُ رسـم المـستوى ,ُ

S يمــر بالنقطــةl ويــوازي كــل مــن Qfh ,
Q][ فقطــــع]fُ ,[h ُ ,]h ــــنقط ُ , k في ال
; ,vعلى الترتيب, أثبت أن : 
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 . متوازي الأضلاعvkl;الشكل : ًأولا
][إذا كان : ًثانيا fh= ,l منتصف [fُشكل , فإن ال;vklيكون معينا ً. 
   :الحل

e Qfh|S المستوى ,SB[fh=Q; l  E Qfh|Q; l) ............. ١( 
 :بالمثل

 
 
 

e l منتصف f[ُ ,fh|;lُُ       E 1
2fh ;l=) ............. ٥( 

 
 

 ):٤(مثال
l,Q ,kQ, مستقيمان يقطعان المستويين S, 
W في &h xh ,f&xfعلى الترتيب, أثبت أن : 

Qfh|Q &fh&  . وإذا كانتSJ[حيث  
Qfh  &] في W المستوى Q,], وقطع ]~
f]&: أثبت أن h  z C [fh z& & 
  :الحل

e W|S والمستوى &fh E Q| fhQ قاطع لهما    &, &fh& 

E fh f, h,
&fh f, h,&&&

=  أكمل....       ) ١( ................ =
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  )١٩( 

 ):٥(مثال
S ,W ,مستويان متوازيان Q]h يقطعهما في [xfعلى  

][الترتيب بحيث  [f fh: :=3 4 5: : ,,h   يقطعّ
S ,W  فيi ,, ,على الترتيب k]ّ يقطع W, 
S في l ,kعلى الترتيب, أثبت أن : 
[lif5

21 ,[ fkO= 
   :الحل

e W|S والمستوى kf]قاطع لهما  
E l[ []3

7 kf f]= =) ............... ١( 
 أكمل .... 

 

 
 :تمارين

 :١٩٩٦ دور أول –مصر ) ١(
 : أكمل ما يأتيً:أولا

(hة بين مستقيمين متخالفين هي   الزاوي.............................................................. 
(f إذا وازى مستقيم كل من مستويين متقاطعين فإنه يوازي .................................... 
([ &[f h [fh& fh& , &[h] منشور ثلاثي, خط تقاطع المستويين & h& هو ................... 
 )١( برهان نظرية :ًثانيا
 بحيــث ,S في المــستوى ][Qُ, رســم Qfh متقاطعــان في  مــستويانS ,W :ًثالثــا
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Q][|W, كما رسم ُQ,i في المستوى W بحيث ,Q,i|Sأثبت أن ,: 
١ (Q][|Q,i 
٢ (Qfh يوازي المستوي الذي يحوي المستقيمين Q][,Q,i. 

 :١٩٩٦ ثان دور –مصر ) ٢(
 : أكمل ما يأتيً:أولا

(h إذا قطع مستوى مستويين متوازيين فخطا تقاطعه ................................................ 
(f12لذي أبعاده  طول قطر متوازي المستطيلات اx3x4Y يساوي .......................... 
 ........ إذا قطع مستقيمان عدة مستويات متوازية, فإن أطوال القطع المحصورة بينها تكون  ])
hl على الأحـرف s ,w ,uُ هرم ثلاثي, أخذت النقط fhl] :اًنيثا ُ ,flُ ,[lُ عـلى 

ul: الترتيب بحيث wl sl1
3 [u fw hs= = =. 

 .fh] المستوى |uwsالمستوى أثبت أن ) ١
}, rJ[fُإذا كانت ) ٢ }g uw Brl= ُ gs4, فاثبت أن ُ rh=. 

)٣( 
 :أتي أكمل ما يً:أولا

(hيتعين المستوى في كل من الحالات الآتية  :............... ,.................... ,.................. 
(f الزاوية بين مستقيمين متخالفين هي إحدى الزوايا التي يصنعها أحدهما مع ................. 
 .............................  ًخارج مستوى مستقيما في المستوى فإنه يوازي ً مستقيماوازى إذا ])
, slُ ,wlُ ويقطـع uws المـستوى |Dُ هرم ثلاثـي, رسـم المـستوى uwsl :ًثانيا

ul   J]slُوإذا كان .  uwsz C ,i]z على الترتيب, أثبت أن ,, i, [في ُ
l3[: بحيث

5 s]= 2, وكانت 18 (,i]z)*Y  .*(uwsz), احسب =
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  )٢١( 

)٤( 
 : أكمل ما يأتيً:أولا

(hإذا وازى مستقيم كل من مستويين متقاطعين فإنه يوازي ....................................... 
(f فيما بينها............... ية فقفيما بينها, بينما المستويات الأ............ .. المستقيمات الرأسية. 
2طول قطر المكعب الذي مساحة جميع أوجهه  ]) 216Yساوي   ي............................ 
, fhُ منتــصفات s ,w ,u ,g مثلثــان غــير مــستويين, فــإذا كانــت fh ,[f]] :ًثانيــا

[hُ, [] ُ ,f]  :على الترتيب, أثبت أن ُ
١ (wQs| المستوى [f]. 
 . متوازي الأضلاعguwsالشكل ) ٢

)٥ (h نقطة خارج المستوى S رسم ,fhّ , [hّ يقطعان المستوى S  في f ,[  على 
fhُالترتيب, أخذت النقطة  J]ّ ,[h  Jiّ رسم ,ُiQ] يقطع المستوى S و في ,

 .  تقع على استقامة واحدة,, ], fأثبت أن النقط  

)٦ (Qfh ,Q][ ,غير مـستويين l منتـصف ]f  يـوازي wslُ, رسـم المـستوى ُ
h[, fُ] ويقطع ][Qfh, Qًكلا من   : على الترتيب, أثبت أنs ,w في ُ

١ (Qwl| Qfh ,|Qsl|][Q. 
٢ (1

2(][+fh) >ws. 

 
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 :المستقيم العمودي على مستوى* 
 :تعريف
ă عموديـا عـلى gيقال أن المـستقيم «
ă إذا كـان عموديـا عـلى كـل S وىالمست

 .»المستوى مستقيم في
 }بدون برهان {):٣(نظرية 
المــــستقيم العمــــودي عــــلى كــــل مــــن «

من نقطة تقـاطعهما يكـون مستقيمين متقاطعين 
 .»ăعموديا على مستويهما

 :نتائج هامة
المستقيم العمودي عـلى أي مـستقيمين غـير ) ١(

ă مــستوى يكــون عموديــا عــلى متــوازيين في
 .هذا المستوى

ــستقيم ) ٢( ــة عــلى م ــستقيمات العمودي ــع الم جمي
معلـــوم مـــن نقطـــة واحـــدة عليـــه تقـــع في 
مـــستوى واحـــد عمـــودي عـــلى المـــستقيم 

 .المعلوم عند هذه النقطة
يوجد مستوى واحد وواحد فقط عمـودي ) ٣(

 .على مستقيم معلوم من نقطة عليه

* ** * *

*

*
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  )٢٣( 

 .ودان على مستوى واحد متوازيانالمستقيمان العم) ٤(
 
 
 
 
 
 

ăإذا كان مستقيم عموديا على كل من مستويين مختلفين, فإنهما يكونان متوازيين) ٥( ٌ. 
ăكذلك; إذا كان مستقيم عموديا على أحد مستويين متوازيين, فإنه يكون عموديا على  ă ٌ

 .المستوى الآخر
 ):١(مثال

طيلات أثبت أن مربع طول قطـر متـوازي المـست
 :يساوي مجموع مربعات أبعاده الثلاثة

&] &[& fh ][fh& متوازي المستطيلات, أثبت 
2: أن 2 2 2([& [)+ ([])+ ([f)= (]f)&. 

   :الحل
e ][fhمستطيل     E 2 2 2([])+ ([f)= (]f)  ...........) ..........١( 
e n ]]& &[[ fh  E n][ المستوى ُ ُ ]f ُ  E 2 2 2(]])+ (]f)= (]f)& &)..٢( 
e [[  ]]&  أكمل...     ) ٢(, ) ١( من خواص متوازي المستطيلات ومن =&

** * *

** * *
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 :ملاحظات
 : هي أبعاد متوازي المستطيلات, فإنuxwxsإذا كان ) ١(

2طول قطر متوازي المستطيلات 2 2u+ w+ s   =b 
g  كانإذا) ٢(  u w s= = ً, فإن متوازي المستطيلات يصبح مكعبـا, ويكـون طـول قطـر =

b 3=المكعب  g. 
 ):٢(مثال

[fh ــة عنــد ــائم الزاوي ــث ق  h ,~l مثل
ـــــــستوى  ـــــــث fh]الم fh بحي hl= ,

[f [l=أثبت أن ,: 
Qn [h المستوى fhl 

   :الحل
 
 
 
 
 
 

 ):٣(مثال
uxwxs  ثلاث نقط على دائرة مركزها l رسم ,ُn hl  . الدائرة مستوىُ
uh :أثبت أن wh sh= = 
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  )٢٥( 

   :الحل
e n hl   مستوى الدائرةُ
E n hl sl كل من ُ ُ ,wlُ ,ul  أكمل ... ُ

 
 
 
 

 ):٤(مثال
, W=i]Q المــستوى BSالمــستوى 

hرسـم , نقطة لا تنتمي لأي مـن المـستويين ُ
 قطعــه في S عمــود عــل المــستوى hمــن 

f وعمــود عــلى المــستوى ,W قطعــه في 
n [fُ i] : أثبت أن,] ُ 

   :الحل
e S n fhُ   i]  n fhُ Eُ) .............. أكمل... بالمثل   ) ١ 

 
 

[n i: ينتج أن) ٢(, ) ١(من  fh  n [f Eُ i]] المستوى ُ ُ # 
 ):٥(مثال

[fhl هرم ثلاثي فيه fh fl= ,[h [l= ,[f n flُُ ,] منتصف hl ُ. 
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n lh ً:أولا: أثبت أن  [f] المستوى ُ
 fhlالمستوى  n [fُ :ًثانيا

   :الحل
lh[z :e [hفي  [l= ,] منتصف hl ُ 

lh  n ][ُ Eُ) .......................... ١( 
 أكمل: ... lhfzبالمثل في 

 
 

ً أولا #                  :ينتج أن) ٢(, ) ١(من 
en lh: من المطلوب الأول n lh   [f] المستوى ُ  ُE  [fُ) ............. ٣( 

 ,e n [fُ    )أكمل...             )معطى 
 ):٦(مثال

uws ـــــم ـــــا, رس ـــــاد الزواي ـــــث ح ـــــستوى n ]sُُ مثل uws ,us الم n iw ُ ُ ,
u] n ,w ُ  :, أثبت أنُ

 [us المستوى n iwُ ً:أولا 
n ,i :ًثانيا ُ u] ُ 
   :الحل

e n ]sُ المستوى uws 
E iw n ]sُ ُ) ................ أكمل)   ... ١ 
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 ):٧(مثال
[fhl  ,هــرم ثلاثــيhl ُ ,flُ ,[lُرســم  متعامــدة مثنــى مثنــى ,ُn il  المــستوى ُ

[fh, ثم رسم ُi[ّ فقطع fhُ في ]2 :, أثبت أنf] h] [] i] (]l)⋅ = ⋅ = 
   :الحل

e [lُnhl ُ ,flُ 
E [lُn المستوى fhl 
E [lُn ]l ُ. 
[] l ,ilُn القائم عند lz][في  ُ 
E 2[] i] (]l)⋅ =. 
e [lُn المستوى fhl   E [lُn fh ُ) ......................... ١( 
e il ُn المستوى [fh   E il ُn) .........................           ٢( 

fh:  ينتج أن) ٢(, ) ١(من  ُnالمستوى     E fh ُn]l ُ 
E في flhz القائم عند l2:  ينتج أنf] h] (]l)⋅ =. 

 ):٨(مثال
[fh مثلث قـائم الزاويـة عنـد f ,~l المـستوى 
[fh ــان ــإذا ك  منتــصف hl=fl=[l ,], ف

[hُأثبت أن , :n ]l  .fh] المستوى ُ
   :الحل

hlz   :e [l]في  hl= ,] منتصف [hُ 
E ]l ُn[h ُ) ................................. ١( 
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hُ   E 1] منتصف [  f    ,e القائم عند fhz]في 
2][ ]h [h ]f= = = 

=(h]l)^: ينتج أن  h]l ,f]lومن تطابق المثلثين  90^ق (f]l)=  ق
l[أي أن  ُnf] ُ) ................................. ٢( 

 )٢(, ) ١(من 
 

 :تمارين
 :اذكر أي العبارات الآتية صحيحة وأيها خطأ) ١(

(h المستقيم العمودي على مستقيمين متوازيين يكون عموديا على مستويهماă. 
(fان على مستقيم معلوم متوازياني المستويان العمود. 
تقيم ă يوجد مستقيم واحد وواحد فقـط يمـر بنقطـة معلومـة ويكـون عموديـا عـلى مـس])

 .معلوم
 .ă يوجد مستوى واحد وواحد فقط عموديا على مستقيم معلوم من نقطة عليه[)

(i يتوازى المستقيمان إذا كان كل منهما عمودي على نفس المستوى. 
 .ăازيين يكون عموديا على الآخرالمستقيم العمودي على أحد مستويين متو ,)

 .المستويان العمودان على مستقيم معلوم من نقطة عليه متطابقان .)
(p إذا كــان أحــد مــستويين متــوازيين عموديــăقيم يكــون ا عــلى مــستقيم معلــوم, فــإن المــست

 .ăعموديا على المستوى الآخر
ăإذا كان أحد مـستويين متقـاطعين عموديـا عـلى مـستقيم معلـوم, فـإن المـستوى الآخـر  ')

 .والمستقيم متعامدان
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)٢( 

(hاطعين يكون قالمستقيم العمودي على كل من مستقيمين مت:  أكمل.......................... 
(f [fh مثلـــث متـــساوي الـــساقين [f [h= ,] متـــصف fhُ رســـم ,ُi] ُn 

 .i[]ى  المستوfhُn: , أثبت أنfh]المستوى 

)٣ (&[fh[fh& f[ُ منــشور ثلاثــي مائــل, رســم & ُn&fh&  kfُnُ, ورســم [ قطعهــا في ُ
&fh]&المستوى   .kُnfhُ[: , أثبت أنkيقطعه في &

)٤ (&][fh][fh&  :, أثبت أنg مكعب طول حرفه &&
[h] المثلث ً:أولا  تساوي الأضلاعم &
[[f المستوى hُn] :ًثانيا & 
 .gb 3 أقطارالمكعب متساوية وطول كل منها :ًثالثا

)٥ (][fh ,,i[] ,ـــستويين ـــير م ـــستطيلان غ ـــصفا s ,w م h[, fُ] منت ـــلى ُ  ع
[,الترتيب,  Juُ ,i[ Jgُ بحيث u]g[3

5 ig ,u=  :, أثبت أن=
 .ً يكون مستطيلاguwsالشكل 

)٦ (][fh ــراه في ــاطع قط ــع تق ــة لا تنl ,i مرب ــإذا كــان نقط ــع, ف ــستوى المرب تمــي إلى م
fl li= ,fhizمتساوي الأضلاع, أثبت أن : 

li  ً:أولا ُn flُ.    ًثانيا: li ُn المستوى ][fh 

أثبت أن قطر متوازي السطوح المستطيلة يصنع مع ثلاثة أحرف متقاطعـة في أحـد رءوسـه ) ٧(
 .ثلاث زوايا مجموع مربعات جيوب تمامها يساوي الواحد الصحيح
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 الإسقاط العمودي
 :مسقط نقطة على مستوى) ١(

  هــو عــلى مــستوىمــسقط نقطــة معلومــة
 العمــود النقطــة مــن المــستوى الناتجــة عــن تقــاطع

 .من النقطة المعلومة إلى المستوىالمرسوم 

 :مسقط قطعة مستقيمة على مستوى) ٢(
مسقط قطعة مستقيمة معلومة على مـستوى 

التي تكون كـل هو القطعة المستقيمة من المستوى 
ăنقطة من نقطعهـا مـسقطا عموديـا لإحـدى نقـط  ً

 .القطعة المستقيمة المعلومة على المستوى

 :العلاقة بين طول قطعة مستقيمة وطول مسقطها على مستوى ●
توجــــد ثلاثــــة أوضــــاع مختلفــــة للقطعــــة 

 :المستقيمة المرسومة خارج مستوى
 : القطعة المستقيمة توازي المستوى:الأول

fh   eُS|. 
E  الشكل&ffh h&مستطيل  

&fh fh   E&=. 
 : القطعة المستقيمة عمودية على المستوى:الثاني

&T fh&=. 
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 : المستوى القطعة المستقيمة مائلة على:الثالث
fhُS|\, fhُSn\ 
&fh fh   E&X ,&T f h&X 

&fh fh >T  E&>. 

 :مسقط مستقيم على مستوى) ٣(
الـذي تكـون كـل نقطـة مـن  مـن المـستوى المستقيم مستوى هو مسقط مستقيم معلوم على

ăنقطعه مسقطا عموديا لإحدى نقط المستقيم المعلوم على المستوى ً. 
 
 
 
 
 :الزاوية بين مستقيم ومستوى ●

هــي الزاويــة بــين المــستقيم ومــسقطه في 
 .المستوى

ــة بــين قطعــة مــستقيمة .. كــذلك  الزاوي
 الحامـل ومستوى, هـي الزاويـة بـين المـستقيم

 .للقطعة المستقيمة وبين المستوى

 استنتج العلاقة بين طول قطعة مستقيمة وطول مـسقطها عـلى مـستوى في الحـالات :تدريب ●
 في الـشكل الـسابق, S والمـستوى Qfhالمختلفة, ومن ثم استنتج قيـاس الزاويـة بـين 

10ًعلما بأن  fhY = ,&5 fhY =. 



  شعبة الرياضيات− القسم العلمي −الصف الثالث الثانوي     الهندسة الفراغية
 

 
 مدرسة أجا الثانوية للبنات  )٣٢(  �/ إعداد أ 

*

 S بحيـث قيـاس الزاويـة بـين المـستوى S ,SJ[xf نقطة خـارج المـستوى h :مثال
60^, 45 يــساوي fhُ ,[hُوكــل مــن  ([h f)=  عــلى h مــسقط [, فــإذا كانــت ق

90^: , أثبت أنSالمستوى  ([]f)=  .ق
 :الحل

, fh[ الـــشكل وتطـــابق المثلثـــين مـــن هندســـة
][hــــــــــــــتج أن g:  ين ][ ]f ]h= = = ,

 2 g [h fhb = = ,e ^60 ([h f)=  ق
[fhz Eمتساوي الأضلاع  
2([f) E2g2=2 2([])+ (f]) =    E ^90 ([]f)=  )عكس فيثاغورث (ق

 
 }البرهان مقرر{ ):٤(نظرية 

فإن مسقط  ăوكان عموديا على مستقيم في المستوى ىومست على ٌمائل ٌ مستقيمرُسمإذا «
 .» المستقيماذه ăالمستقيم المائل على المستوى يكون عموديا على

, S مائل على المستوى Qfh :المعطيات
Qf hn Q][ ,
Q][SF ,fQi مسقط 
Qfh في المستوى S حيث ,
i مسقط h. 

Qf: بت أن أث:المطلوب in Q][ 
 S في المستوى h مسقط e i :البرهــان

E QSn ih        EQn ihQ][   )?لماذا( 
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*

e Qf hn Q][    )معطى( 
E  Q][n المستوى fih  )?لماذا(   EQf in Q][. 

 }البرهان مقرر{ ):٤(نظرية عكس 
ٌإذا رسم مستقيم« ă على مستوى وكان مسقطه على المستوى عموديا على مستقيم فيه ٌ مائلُ

 .»ăفإن ذلك المستقيم المائل يكون عموديا على هذا المستقيم
 يُترك البرهان للطالب... 
ٌا مستقيم مائل منٍيُمما سبق يتبين أنه إذا وجد في تمر ●  على مستوى ومسقطه في المـستوى, وكـان ٌ

ăأحدهما عموديا على مستقيم في المستوى, كان الآخر عموديا على نفس المستقيم ă. 
 ):١(مثال

 مثلث قـائم الزاويـة fh]في الشكل المقابل 
 [, fh] المـــــستوى f ,Ql[nعنـــــد 

lhمنتصف  [] :, أثبت أنُ f]= 
 fh] المستوى e Ql[n :الحل

  E المثلث [lh قائم الزاوية عند [ 

e ][ُ متوسط   E ][=  .............) .............١( 
Qfl مسقطه        مائل على المستوى    n 
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 ):٢(مثال
 ,fh] المــستوى f]ُ nفي الــشكل المقابــل 

i] ُ n [h ُ ,^30 ([h f)=  =fh, ق
16Y ,]f= 15Y احسب طول ,i]ُ 
, fh]مائــل عــلى المــستوى   [e iQ :الحــل
iQ]n [h ُ.  E            مسقطهn    

E fhi z ثلاثيني ستيني E 1
2 if=               Y = 

e  fi] z قائم الزاوية عند fلأن  
E 2(i])=. 

 ):٣(مثال
 : فيه هرم ثلاثيfh][:في الشكل المقابل

fhُn المــستوى ][f رســم ,ُ,[ُ 
n ]fُ ,i[ُ n ]h  :, أثبت أن ُ
 fh[ المستوى nُ], ً:أولا
,i :ًثانيا ُn]h ُ 
 :الحل

e  fh ُ n  المستوى][f   E fh ُ n 
e  ]fُ n                                 E                     nستوى  الم]fh    #أولا  ً
E  مائل على المستوى          ]fh مسقطه , 
e     n ]h ُ      E                     n]h  ً ثانيا#  ُ
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 ):٤(مثال
قائم الزاويـة عنـد  fh]:في الشكل المقابل

h رســـــم ,ُ lh ُn ـــــستوى , fh] الم
3 6 lh.Y = ,ilُ n [fُ , ــــإذا ف
ــــــــــــان  6ك fhY = ,8 [hY = ,

ihاحسب طول  ُ ,il ُ. 
 :الحل

e  il fh ,il] المستوى مائل على ُ ُ n[fُ    Eمسقطه            n[fُ 
e [fh قائم الزاوية عند hينتج أن, وباستخدام نظرية فيثاغورث : 

2([f)=               [f E=    Y 
O     ih=     O     =4     : ومن نظرية إقليدس ينتج أن 8.Y = 

ihl z قائم الزاوية عند h لأن  
E 2(il)= 

 ):٥(مثال
قـــائم مثلـــث  ][i:في الـــشكل المقابـــل

ـــــد  ـــــة عن ـــــم ]الزاوي  hُn] ُ, رس
i][ , ]hالمستوى  ُ ,ih وكانت , ُ

i]h z2مساحة سطح  150Y =, 
9 ][Y =  ,12 i[Y , أوجــد  طــول =

ih ُ. 
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 :الحل
e  khُعلى المستوى  مائل ][i ,khُn]i ُ    E           مسقطه n]i  أكمل  ... ُ

 ):6(مثال
h] مثلـث فيـهfh]:لمقابلفي الشكل ا fh=, 

^120 ([h f)= h[ ُ رســم , ¶ ُn [fُ 
g, حيث [يقطعه في  ]h=, رُسم 

  lh ُn المستوى [fh بحيث , 
^30 (fl h)= , مـساحة lh ,]l كل من g, أوجد بدلالة ¶
 .flz]سطح 
 :الحل

fh :e[h]في المثلث  fh= ,]h ُn [fُ     E ^(]h f)= ¶      
E ]fhzثلاثيني ستيني   E fh=       ,]f= 
 ,]f2 [f= = 

fhlz قائم الزاوية عند h  E fhlzثلاثيني ستيني  
e fh=        E.lh= 

]hlz قائم الزاوية عند h   E 2 (]l)=     =    = 
E ]l=. 
e ]l l[ n      E, مسقطه           fh]ئل على المستوى  ماُ ُn 

([flz)*1
2 =  ⋅  = 
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  ):٧(مثال
WxS  ُير متوازيين, رسم المثلث غمستويان[fh عنـد  قائم الزاويةh داخـل المـستوى 

W فإذا كانت ,&[xf xh& fh وكـان S مساقط رءوسه على المـستوى  هي& ُ| &f h& ُ ,
f]&أثبت أن المثلث  h&  .h& قائم الزاوية عند &

 :الحل
e h[ ُn fh ُ ,fh ُ| &f h& ُ 
E. 
e h[  S مائل على المستوى ُ
E مسقطه &[h& ُn 

  ):٨(مثال
[fhl هرم ثلاثي ,hl ُ ,fl ُ ,[l h[ُمتعامدة مثنى مثنى, رسم  ُ ُn[fُ يقطعه 

ilُn]h, [في   :, أثبت أنi يقطعه في ُ
hl  ً:أولا ُn المستوى [fl.    ًثانيا: ilُn المستوى [fh. 
l[  :ًثالثا ُn  [fُ.    2 :اًبعار(il)]i ih⋅ =. 
 :الحل

e lh ُn             ,            كل من      
E.lh ُn المستوى [fl |=أولا  ً
E lh ُn[fُ ,e        n[fُ 
E [fُnالمستوى  
E [fُnilُ ,e ilُn 
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E ilُn  المستوى[fh |= ًثانيا 
E ]l  ً ثالثا=|         n     ,E مائل على المستوى               , مسقطه          ُ

]lhz قائم الزاوية عند l)                                           لأن( ,ilُn]h ُ 
 ً رابعا=|              :بتطبيق نظرية إقليدس ينتج أن

 
 :ارينتم
 :م١٩٩٦مايو ) ١(

(hالزاوية بين قطعة مستقيمة ومستوى هي الزاوية :  أكمل........................................................  
(f l مركز دائرة تقع في المستوى S ,fh َ وتر فيها نصف في ُ ِّ ُ l[ُ, رسم ]ٌ ُn 

fh: , أثبت أنSالمستوى  ُnوى  المست][l. 
 :م١٩٩٧مايو ) ٢(

(hأكمل : 
  ........................................................المستقيمان العمودان على مستوى واحد  •
ăإذا رسم مستقيم مائل على مستوى وكان عموديا على مستقيم في المستوى فإن مسقط  • ُ

  ........................................................قيم المائل على المستوى يكون المست
(f ][fh هرم ثلاثي فيه fh ُn][ُ رسم ,ُ ihّn][ُ  ويقطعها فيi أثبت ,

 .n ifُُ][: أن
 :م١٩٩٨مايو ) ٣(

  ..........قيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون المستقيم العمودي على كل من مست: أكمل
 :م١٩٩٨أغسطس ) ٤(
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(hأكمل : 
ًإذا كان مستقيم عموديا على كل من مستقيمين مستويين معا وغير متوازيين فإنه يكون  • ă

...............................................  
ăتوى وكان مسقطه على المستوى عموديا على مستقيم فيه ُإذا رسم مستقيم مائل على مس •

  ........................................................كان هذا المستقيم المائل 
)٥ ([fh  30^مثلث فيه (h )= S, 20 fhY f[رُسم , = ُn المستوى [fh ,

[,رُسم  ُn[h 26, فإذا كان , يقطعه في ُ ,]Y f[, احسب طول = ُ. 
)٦ ([fh مثلث قائم الزاوية في f رسم ,ُ][ُn المستوى [fh ,l منتصف ]h ُ ,

ilُn[fُ ,klرُسم  ُn[hُأثبت أن , :fh|ikُ ُ ,1
2fh ik=. 

)٧ ([fh مثلث قائم الزاوية عند h ,15 fhY = ,20 [hY lhُ, رسم = ُn 
12 بحيث fh]المستوى  lhY f] فإذا كانت ,= J]ُ 9 حيث ]fY = ,
l[: فأثبت أن ُn[fُ ومن احسب قياس زاوية ميل ,]l  .fh] على المستوى ُ

)٨ ([fh ,]fh مثلثان غير مستويين, وكان fh ُn المستوى ][f ,fh2 ][= 
24 ]f2Y = = , 3 12 [fbY = ,kxlxg منتصفات fh ُ ,[h ُ ,

]h  : على الترتيبُ
fh أثبت أن ً:أولا ُn المستوى klg. 
h]أوجد قياس زاوية ميل كل من  :اًثاني ُ ,]h  .f][ على المستوى ُ

)٩ (&][f h ][fh& &[i: , أثبت أنfh][ ملتقى قطري القاعدة i مكعب, && ُn 
[h &[i, احسب طول 12bY 3وإذا كان طول حرف المكعب .  ُ ُ. 

  
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íéqæˆÖ]íèæ]ˆÖ] 
 :تعريف) ١(

 . مشتركٌّهي اتحاد نصفي مستويين لهما حد
, Sفي الــشكل المقابــل لنــصفي المــستويين 

W حد مشترك هو ٌّQf hلذلك يسمى ,ّ ُ: 
SCQf hCW زاويــة زوجيــة, ويرمــز لهــا 
Q(W-f: بالرمز h-S)    ٍأو بالرمز : 

Q(]-f h-[)    ٍ ووجههـا ], ويعني الزاوية الزوجية التي أحد وجهيهـا يمـر بالنقطـة 
Qfُّ وحدها [الآخر يمر بالنقطة  h. 

 :الزاوية المستوية للزاوية الزوجية) ٢(
ــي  ــاطع ه ــن تق ــشأ م ــي تن ــة الت الزاوي

الزاويــة الزوجيــة مــع أي مــستوى عمــودي 
 .)ّحدها(على حرفها 

 Uلمستوى الشكلان المقابلان يوضحان او
Qfالعمودي على  h حد الزاوية الزوجية ّ

Q(W-f h-S)    ٍ 1 فقطعها في 11̂] h [, 
1ّسمي ُلذلك ت 11̂] h  زاوية مستوية للزاوية ]

Q(W-fالزوجية  h-S)    ٍ وكذلك ,
2كل من الزوايا  2 2̂] h [ ,3 3 3^] h [ ,4 4 4̂] h [. 
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 :حظ أنلا 6
ăكلا من ضلعي الزاوية المستوية للزاوية الزوجية يكون عموديا على حرفها  − ١ ă)هاّحد.( 
 .ستوية يوجد لكل زاوية زوجية عدد لانهائي من الزوايا الم– ٢
 :حقيقة) ٣(

 .جميع الزوايا المستوية للزاوية الزوجية تكون متساوية في القياس
 :تعريف) ٤(

 .ٍّقياس الزاوية الزوجية هو قياس أي من زواياها المستوية

 :ملاحظات 6
 .90 الزاوية الزوجية القائمة هي زاوية زوجية قياسها − ١
سقطه في المستوى يكونان زاوية مستوية  للزاوية الزوجية حرفهـا المـستقيم  كل من المائل وم– ٢

 .الثالث العمودي عليهما ووجهيها يحويانهما

 :)١ (مثال
[fh مثلث قائم الزاوية عند f ,nhl , أوجد hl2=fl, فإذا كان fh] المستوى ُ

 . واحسب قياسهاٍ    Q(h-[f-l)زاوية مستوية للزاوية الزوجية 
  :الحل

e nhl مائـل  fh        fQl E] المستوى ُ
 nومسقطه             على نفس المستوى

fQl En.                 E             هي الزاوية      
 ٍ    Q(h-[f-l)المستوية للزاوية الزوجية 
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=h                [d القائم عند fhlث في المثل =       Ed= 
E Q(h-[f-l)    [ ]ٍ¶30= 

 ):٢(مثال 
][fh رم ثلاثــــي فيــــه هــــnfhُ المــــستوى ][f ,i منتــــصف ][ُ , فــــإذا كــــان

8 fhY = ,10 ]f [fY = = ,12 ][Y  :أوجد, =
 .ifُ طول ً:أولا
]    Q(f-][-h) :ًثانيا ]ٍ¶ 
  :الحل

ــــث  f[ f :e][في المثل [f= ,i 
 ُ][E ifُn    ُ][منتصف 

e nfhُ المــستوى ][f        Qi h E ائــل عــلى م
Qn iنفس المستوى ومسقطه             h E 

 : وباستخدام نظرية فيثاغورث ينتج أنi القائم عند if]في المثلث 
2 (if)=                 if E= 

 ¶d=(fih)=^: ينتج أنf القائم عند ihfفي المثلث 
 لماذا? ... ٍ    Q(f-][-h) هي الزاوية المستوية للزاوية الزوجية fih^لكن 

 ):٣(مثال 
fhُ رُسم , " قطر في دائرة طول نصف قطرهاn lh "lhالدائرة حيـث  مستوى ُ = ,

Q45فإذا كان  (h-[f-l)    = [ ]    Q([-lh-f), فاحسب ¶ٍ[ ]ٍ¶i. 
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*

  :الحل
e n hl  ة مستوى الدائرُ

Q[l Eمائل  مسقطه  
e            n لأن                    fhُفي الدائرة قطر  
E ^           ـــستوية للزاو ـــة الم ـــة  هـــي الزاوي ي

 ٍ    Q(h-[f-l)الزوجية 
E ^45 (       )= ¶ ,E في المثلث [hl القائم عند h يكون     hl" = = 

e 1    , ] القائم عند f[hفي المثلث 
2fh     = ,     E =d 

e fhُ ,n [hُ                          E ^           ـــة ـــة الزوجي ـــة المـــستوية للزاوي هـــي الزاوي
Q([-lh-f)    ٍ ,Q([-lh-f)    E= [ ]ٍ¶ 

 :المستويات المتعامدة) ٤(
 . زوايا زوجية قوائميُقال لمستويين أنهما متعامدان, إذا نشأ عن تقاطعهما أربع

 :ةملاحظ 6
 .قائمة  عند تقاطعهمالإثبات تعامد مستويين, يكفي إثبات وجود زاوية زوجية

 
 }البرهان مقرر{ ):٥(نظرية 

 اăيكون عمودي المستقيم يحوي هذا ستوى, فكل مىمستو على ăعموديا مستقيم كانإذا «
 .» ذلك المستوىعلى

WF ,SBW=Qf][Q, ] عند S المستوى ][ Qn :المعطيات h. 
 .Sالمستوى  Wnالمستوى :  أثبت أن:المطلوب
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*

*

S :Qi نرسم في المستوى :عمــــلال [nQf h. 
 S المستوى ][ e Qn :البرهــان

E.Qn ][ Qf h    eQi [nQf h. 
E ^        . زاوية مستوية هي

 :للزاوية الزوجية 
Q(W-fh-S)    ٍ. 

e Q][n S. 
E  Q][n                 E ^        قائمة  
E Q(W-fh-S)    ٍقائمة  

 } بدون برهان{ ):٦(نظرية 
ăتعامد مستويان ورسم في أحدهما مستقيما عموديا على خط تقاطعهماإذا « ً  هذا كان, ُ

 .» الآخرăالمستقيم عموديا على المستوى
 :حقيقة

ăإذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستوى ثالث, كان خط تقاطع هذين «
 .»ă عموديا على المستوى الثالثالمستويين

 ):١(مثال 
fhُ , قطر في دائـرة n [hُ ,مـستوى الـدائرة ] 

, h][أثبــت أن المــستويين .  أي نقطــة عــلى الــدائرة
[]fعامدان مت. 

  :الحل
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e n h[ُمستوى الدائرة         E المستوى ][hn ٥( نظرية ................ مستوى الدائرة( 
eتوى  المس][hBمستوى الدائرة  Q] h = ,]f ُnQ]h  
E ]f ُn المستوى ][h ...................................................................................... ٦( نظرية( 
E ن االمستوي][h ,[]f٥( نظرية ....................................................................  متعامدان( 

 ):٢(مثال 
][fh هرم ثلاثي فيه nfhُ المستوى ][f المثلث , فإذا كان][f قائم الزاوية عنـد 

 :فأثبت أن, ]
 .fh] المستوى Q[]n ً:أولا
 fh] المستوى hn][المستوى  :ًثانيا
 :, أثبت أنifُn[hُُ إذا رسم :ًثالثا

ifُn]i ُ. 
  :الحل

ًعلى الطالب أن يحل أولا, وثانيا  ً ... 
 
 
 
 
 

eستوى  الم[fhB المستوى ][h Q[h = ,ifُnQ[h  
E n ifُ                                            n if  Eُ                                    #ثالثا ً 
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 ):٣(مثال 
[fhl هرم ثلاثـي فيـه n hl fh ,5]ستوى المـ ُ lhY = ,13 [h fhY = = ,

10 [fY  .fُ] منتصف [, =
h[ احسب طول ً:أولا  :, وأثبت أنُ

]l ُn[fُ. 
l[احسب طول  :ًثانيا  , واستنتج زاويةُ

 ,ٍ    Q(h-[f-l)مستوية للزاوية الزوجية 
 .}i أوجد iوإذا كان قياسها 

 .fl] المستوى hln[أثبت أن المستوى  :ًثالثا
 )يترك للطالب( :الحل
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]Ý†Ö]Üñ^Ï 
 :تعريف) ١(

 .هو هرم قاعدته سطح مضلع منتظم مركزه موقع العمود المرسوم من رأس الهرم عليها

 .مركز المثلث المتساوي الأضلاع هو نقطة تقاطع متوسطاته 6

 .قطريههو نقطة تقاطع  ربعمركز الم 6
 :خواص الهرم القائم) ٢(
 . أحرفه الجانبية متساوية الطول•
 . أوجهه الجانبية سطوح مثلثات متساوية الساقين ومتطابقة•
 .متساوية الطول − الجانبيةارتفاعات أوجهه − ارتفاعاته الجانبية •
 :الهرم الثلاثي المنتظم) ٣(

يساوي طـول ضـلع قاعدتـه, أي أن أحرفـه الـستة هو هرم ثلاثي قائم طول حرفه الجانبي 
 .متساوية الطول

 .أو هو هرم ثلاثي أوجهه الأربعة سطوح مثلثات متساوية الأضلاع
نبي لهرم ثلاثـي  هي على الترتيب أطوال حرف وارتفاع والارتفاع الجا&g ,u ,uإذا كان 
 :منتظم, فإن

)١ (2 2u3 g2=    )٢ (2 2u&4 g3= 
)٣ (22u9 u&8= 
gb 23مساحته الكلية ) ٤( = 
2حجمه ) ٥(  3 

12g bu = 
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 مـن  بين أي وجهين الزوجيةقياس الزاوية) ٦(
ــه ــ أوجه ــدار ه ــساوي و مق ــت وي  Tثاب
2 2  :حيث u

3 u& [b = = T 
  E && &70  31   43 61 =. T. 

 حرف على قاعدة أي ميلقياس زاوية ) ٧(
u 2 : حيثc  ثابت ويساويالمنتظم هو مقدارالثلاثي الهرم  cg 3 [b

b
= = 

E && &54  44   8 2 =. c. 
 :تدريب** 

 .ًاستنتج العلاقات السبع السابقة مستعينا بالشكل المرسوم )١(
استنتج العلاقات المماثلة للعلاقات السبع السابقة لهرم رباعي قائم فيه طول الحرف  )٢(

 .الجانبي يساوي طول ضلع قاعدته

 ):١ (مثال
][fhl هرم رباعي قائم طول ضلع قاعدته يساوي g2 وارتفاعه يساوي ,g. 

 .عدة زاوية ميل الحرف الجانبي على القا)i   : احسب قياس كل منً:أولا
ii(الزاوية الزوجية بين الوجه الجانبي والقاعدة . 

l[ وقطع fhُّ إذا مر مستوى بالضلع :ًثانيا ُ ,[lُ في , ,kعلى الترتيب, فاثبت أن : 
 . شبه منحرفkfh,الشكل 

 :الحل
g . نقطة تقاطع قطري القاعدةiبفرض  ]i [i fi hi E= = = = 2 b, 
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il ُn المستوى ][fh ,EQ[h مسقط Q[l  
 القائم il], في المثلث fh][على المستوى 

=/i ,          ^(i[l)عند  = 
^(i[l) E= ¶. 

 fhُ منتصف sبفرض 
E siُ ,slُnfhُ ......................................علل  
E g si= ,^isl هي الزاوية المستوية للزاوية الزوجية Q(i-fh-l)    ٍ 

          ^1 (isl)/= = =  Q(i-fh-l)    E= [ ]ٍ¶ 
e fhُ|][ُ, المستوى B][l المستوى ,kfh= 

Qk,      Q fh  E ,Q| ][Qk, 
,k  :, فإنl][لكن في المثلث   ][X 

k,  fh EX     E الشكل ,kfh 
 .شبه منحرف

 ):٢(مثال 
][fh 12 مربع طول ضلعهY رسم ,ُkh ُn مستوى المربع حيث: 

  6 2 khbY  :l, فإذا تقاطع قطري المربع في =
 .lhk المستوى fُn[: أثبت أن ً:أولا
 .fk ,]fh[أوجد قياس الزاوية الزوجية بين المستويين  :ًثانيا
 . على مستوى المربعkُ] أوجد قياس زاوية ميل :ًثالثا
 . مستوى المربعhkn[ أثبت أن المستوى :ًرابعا
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 :الحل
e n [h ُ]f lk, )المربعقطري ( ُ ُ 

lhمائل على مستوى المربع مسقطه  ُ 
E lk ُn   . 
E      n المستوى  lhk    #أولا  ً
E ^          هي الزاوية المـستوية للزاويـة 

 ٍ    Q(h-]f-k)الزوجية 
E kh

lh i/=               = = 
E       i=    .#ثانيا ً 
e [kُ مائل على مستوى المربع مسقطه [hُ 
E ^h[k هي زاوية ميل [kُعلى مستوى المربع  

 ً ثالثا#.
e hk ُn مستوى المربع                        E   .#رابعا ً 

 
àè…^³ 

 :المجموعة الأولى 6
 كل مما يأتي, أمام العبارة الخطأ في) O(أمام العبارة الصحيحة, وعلامة ) Y(ضع علامة 

 :ّوصوب العبارة الخطأ كلما أمكن
 (    )  .المستويان العمودان على نفس المستوى متوازيان ) ١(
 (    )  ăإذا تعامد مستويان, فكل مستقيم يقع في أحدهما يكون عموديا على المستوى الآخر ) ٢(
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, فخطا تقاطعهما مع المستوى Uعمودين على المستوى  S ,Wإذا كان المستويان  ) ٣(
Uيكونان متوازيين .  (    ) 

 (    )  .ًإذا كان مستقيم عمودا على كل من مستويين مختلفين, فإنهما يكونا متوازيين ) ٤(
 (    )  .انالمستقيمان العمودان على مستقيم ثالث في الفراغ متوازي ) ٥(
 (    )  .ا على مستوى معلومă واحد وواحد فقط يمر بنقطة معلومة عموديوىيوجد مست ) ٦(
 (    )  .ăيوجد مستقيم واحد وواحد فقط يمر بنقطة معلومة عموديا على مستوى معلوم ) ٧(
ăإذا كان مستقيم عموديا على مستوى, فكل مستوى يمر بهذا المستقيم يكون عموديا على  ) ٨( ă

 (    )  .ذلك المستوى
 (    )  .أي ثلاث نقط تعين مستوى ) ٩(
 تكونان على بعدين متساويين h ,f, فإن النقطتين S توازي المستوى fhُإذا كان  ) ١٠(

     )(  .Sمن المستوى 
متوازي مستطيلات أطوال ثلاثة أحرف من أحرفه متلاقية في رأس منه تساوي على  ) ١١(

 (    )  .13Yً, فإن طول قطره يكون مساويا 3Y ,4Y ,12Yالترتيب 
 (    )  .4Y, فإن طول حرفه يساوي 4bY 3مكعب طول قطره يساوي  ) ١٢(
 نقطة لا تنتمي لأحدهما, فإنه يمكن رسم l مستقيمين متخالفين, 1g ,2gإذا كان  ) ١٣(

 (    )  .1g ,2g كل منهما يوازي كلا من l مستويين مختلفين من النقطة
الزاوية المستوية للزاوية الزوجية هي الزاوية التي تنشأ من قطع الزاوية الزوجية  ) ١٤(

 (    )  .بمستوى يوازي حرفها
 (    )  .إن خطوط تقاطعها تكون متوازيةإذا تقاطعت ثلاث مستويات مثنى مثنى, ف ) ١٥(
َإذا قطعت عدة مستويات متوازية مستقيمين, فإن أطوال القطع المستقيمة الناتجة تكون  ) ١٦(

 (    )  .متساوية في الطول
 (    )  .المستقيمان المتخالفان على التعامد يمكن أن يمر بهما مستويان متعامدان ) ١٧(
 (    )  .وم من نقطة عليهلا يمكن رسم سوى عمود واحد على مستوى معل ) ١٨(
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 :المجموعة الثانية 6
 :تمارين إنتاج الإجابة

)١ ( ][fh هرم ثلاثي منتظم, نصف الحرفان ّ ُ]h ُ ,[fُ في i ,,م  على الترتيب, ث
ّنصف الحرفان  ُ[hُ ,]fُ في s ,wأثبت أن .   على الترتيب,i ُ ,wsُ ينصف 
 .كل منهما الآخر

)٢ ( fhُ ,][ُ ,غير مستويتين l منتصف ]fُ رسم المستوى ,ُwsl يوازي كل 
]Qfh ,Qمن  h[, fُ] ويقطع [  :أثبت أن.   على الترتيبs,w في ُ

 (h fh | wlُ  ُ ,][ | sl ُُ. (f 1
2(][+fh) ws> 

)٣ ( ][fh هرم ثلاثي فيه Jsfhُ ,Jw[hُ ,Ju]h Qw, وكان ُ s| 
[fQ ,Qu s يقطع Q]f في i ,Qu w يقطع Q][ أثبت أن.  , في :Q, i 

| Qw s. 

)٤ ( ][fh هرم ثلاثي, أخذت النقطة ُJsfhُ 1  4 بحيث fh sh: ُ, رسم =:
h[, w في hُ] ويقطع f][ًموازيا المستوى  sمستوى يمر بالنقطة   :u في ُ

 (h  أثبت أن المثلثC uws المثلث ][f. 
(f  إذا كانت مساحة سطح المثلث][f 2 تساوي 64Y فاحسب مساحة ,

 .uwsسطح المثلث 

)٥ ( S ,Wتوازيان, قطعهما المستقيم  مستويان مQ] h في f ,[ ,على الترتيب 
2  3  5وكان  ][ [f  fh: : :  مستقيم يقطع المستويين hُ, رسم من =:
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S ,W في k ,l مستقيم قطع المستويين [ُ على الترتيب, كما رسم من W ,
S في , ,iأثبت أن.   على الترتيب :,[O[l25

16 ifOfk=. 

)٦ ( S ,W ,U ثلاث مستويات متوازية قطعها المستقيم g في h ,f ,[ على 
WB ,h على الترتيب, فإذا كان ,, i, [ في l, كما قطعها المستقيم الترتيب ُ = 

k{ 1  2, وكان { [f  fh: 3(ik+kf): , أثبت أن=: ]h2+,[=. 

)٧ ( &[f h [fh& f منشور ثلاثي مائل فيه الوجه & [[f&& مربع, رسم ُ
n]fّ&h h h&: أثبت أن.  [ يقطعها في ُ h ُn المستوى ][f وإذا كان ,

5 fhY = ,3 ]fY = ,2
36 [hY  .ُ][طول , احسب =

)٨ ( &][f h ][fh& &  : من السنتيمترات12x9x5 متوازي مستطيلات أبعاده &
 (h  أوجد طول قطره[ h& ُ. 
(fيصنع مع ثلاثة أحرف متلاقية في أحد رؤوسه  أثبت أن قطر متوازي المستطيلات 

 .1ثلاث زوايا مجموع مربعات جيوب تمامها يساوي 
 أثبت أن قطر متوازي المستطيلات يصنع مع ثلاثة أوجه متقاطعة في أحد رؤوسه ])

 .2ثلاث زوايا مجموع مربعات جيوب تمامها يساوي 

)٩ ( ][fh هرم ثلاثي قاعدته المثلث المتساوي الأضلاع ][f الذي طول ضلعه 
12Yمسقط النقطة , فإذا كان h على القاعدة ][fنقطة تلاقي متوسطاتها,  هو 
fh8Y  . على مستوى القاعدةfhُ, فأوجد قياس زاوية ميل =

)١٠ ( ][fh مربع تقاطع قطراه في l ,iلا تنتمي إلى مستوى المربع, فإذا كان  نقطة li 
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=fl المثلث ,fhiمتساوي الأضلاع, أثبت أن : 
 (h fl n liُُ.  (f n liُ مستوى المربع ][fh 

)١١ ( ][fh 3  4  12 هرم ثلاثي فيه ]h [f  fh: : : := ,[h n ]hُ ُ ,
[f nfhُُ  .أثبت أن :fh13 ][3=. 

)١٢ ( i][ رسم ] مثلث قائم الزاوية في ,ُh[ّn   المستوىi][ وصلت ,ّ ُ]h ُ , 
ih i]h2, وكانت مساحة سطح المثلث ُ 96Y = ,9 ][Y = ,i[= 
12Y  . احسب طولih  .ٍ    Q([-i]-h), وقياس الزاوية الزوجية ُ

)١٣ ( fhُ وتر في دائرة l نصف في ّ l[ nُ, رسم ]ُ : أثبت أن.  مستوى الدائرةُ
fhُn المستوى ][l. 

)١٤ ( [fhl هرم ثلاثي فيه المثلث [fh 40 متساوي الأضلاع طول ضلعهY ,
lh ُn المستوى [fh , 3 20 lhbY = ,iنتصف  م[hُ: 

 (h  أثبت أن المستوىnihl المستوى [fh. 
(f  أوجدQ(h-[f-l)    [ ]ٍ¶. 

)١٥ ( uws 30^ مثلث فيه (s)= ¶ ,20 wsY  المستوى wُn[ُ, رسم =
uws 10 3  بحيث كان ]wbY usُ, رسم = niwُُ تقطعها في i  .

us: أنأثبت  n i] , [us, ومن ثم أوجد قياس الزاوية الزوجية بين المستويين ُُ
uws. 

)١٦ ( ][fhl هرم رباعي قاعدته المستطيل ][fh فإذا , تقاطع قطريه في النقطة ,



   الهندسة الفراغية     شعبة الرياضيات− القسم العلمي −الصف الثالث الثانوي 
 

 
 مدرسة أجا الثانوية للبنات  )٥٥(    �/ إعداد أ 

13عُلم أن  hlY = ,6 fhY = ,8 [fY l,, احسب طول = , وإذا ُ
, وأوجد ظل الزاوية بين المستويين lsُnfhُ, أثبت أن fhُ منتصف sكانت 
flh ,][fh علما بأن ,ً,l ُn المستوى ][fh. 

)١٧ ( ][fh هرم ثلاثي فيه [f ]f= ,13 ]h [hY = = ,10 ][Y = ,
i [, قيست الزاوية بين المستويين ُ][ منتصف[h ,][f 60 فكان قياسها ,

 المستوى ifhn, أثبت أن المستوى , قطعها في ifُ عمود على hرسم من 
][f ثم احسب ,,h. 

)١٨ ( [fh 120^ مثلث فيه ([h f)= ¶ ,[h fh= رسم ,ُn ]h ُ[fُ 
4, [قطعتها في  fhY n lhُ, رسم =  بحيث fh] المستوى ُ

^30 (]l h)=  :, أوجد¶
 (h  طول كل من lh ُ ,]l ُ. 
(f قياس زاوية ميل ]l  .fh] على المستوى ُ
([ Q(h-[f-l)    [ ]ٍ¶. 

)١٩ ( [fh مثلث قائم الزاوية عند f رسم ,ُlh ُn المستوى [fh ,gh ُn 
flُ قطعتها في g أثبت أن ,gh ُn المستوى [fl. 

)٢٠ ( uws 10 مثلث فيه us wsY = = ,12 uwY  n slُُ, رسم =
8 بحيث uwsالمستوى  slY = ,iتصف  منuwُ: 

 (h  أوجد طولilُ.  (f أثبت أن uw nilُ ُ. 
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]    Q(s-uw-l) أوجد ]) ]ٍ¶. 
)٢١ ( S ,W مستويان متقاطعان في Qfh ,l ,نقطة لا تنتمي إلى أي من المستويين 

l[, lّSn]رُسم  ّWnعلى الترتيب, رسم [, ]قطعاهما في  ف ُi]ّ 
nQfh فقطعه في iأثبت أن ,: 

 (hi[ّ nQfh. 
(f  النقطl , [ ,i ,] واحدمستوى تقع في . 

)٢٢ ( ][fh ,,ifh ,مربعان غير مستويين g ,l منتصفا ,h ُ ,ifُ على 
اس الزاوية الزوجية بين  مستطيل, وإذا كان قيl[]gالترتيب, أثبت أن الشكل 

, ثم وضح متى يكون هذا l[]g, أوجد بعدي المستطيل 120المربعين يساوي 
 ًالمستطيل مربعا?

)٢٣ ( [fhl هرم ثلاثي أحرفه hl ُ ,flُ ,[lُ متعامدة مثنى مثنى, رسم ُ]h ُn 
[fُأثبت أن ,: 
 (h ^(l]h) ¶ يساوي قياس الزاوية بين المستويين [fl ,[fh. 
(f 2(]l)= h]Oi] []Of]=. 

)٢٤ ( ][fh هرم ثلاثي فيه f[ [h= ,f] ]h= ,^90 (][h) = , أثبت أن ¶
[]ّn المستوى [fh 50^, وإذا كان ([hf) = , أوجد قياس الزاوية ¶

 .ٍ    Q(f-][-h)الزوجية 

 
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